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ELOSZO

Ennek a feladatgyiijteménynek az a célja, hogy a matematikai
analizis alapfogalmdval, a hatdrértékfogalommal és annak né-
hdny alkalmazdsdval ismertesse meg az Olvasét. A kényv anya-
ganak megértéséhez nincs sziikség tobb elbismeretre, mint a ko-
zépiskoldk elsé hdrom évfolyamdnak matematikai anyagdra.

Minden fejezet 3 részre tagolddik: eldszor a legfontosabb defi-
nicidkat, tételeket foglaljuk &ssze, majd a gyakorlo feladatok,
végiil az ondllé megolddsra szdnt feladatok kévetkeznek. A gya-
korlo feladatok megfogalmazdsa utdn kozvetleniil kivetkezik a
megoldds. Az egyes fejezetekben kitiizott feladatok megolddsai
a fejezet végén, egy helyen taldlhatok meg. A feladatok kozott

% jellel latjuk el azokat, amelyek elméleti jellegiliek, fontos kiegé-
szit@ ismereteket tartalmaznak.

A képletek, gyakorld feladatok és feladatok szdmozdsa minden
fejezetben ujra kezdédik. Ha egy képletszamra, gyakorlo fel-
adatra, ill. feladatra utalunk, akkor annak a fejezetnek, ahol a
hivatkozds elGfordul, a megfelelG képletérdl, gyakorld feladatdrdl,
feladatdrdl van sz6. Ellenkezd esetben mindig feltiintetjiik a meg-
feleld fejezetet is.

Mint madr emlitettitk, a kényv olvasdséhoz kevés elGismeretre
van sziikség. Sziikség van viszont arra, hogy az Olvasé figyelme-
sen, gondolkodva olvassa a kinyvet, éndlldan prébdlja megoldani
a gyakorlé feladatokat is, de a feladatokat mindenképpen. Csak
ha az ondllé megoldds nem sikeriil, akkor olvassa el a konyvben
kozolt megolddst. Ha sikeriilt ondlléan megoldani a gyakorlo
feladatot, ill. feladatot, akkor is célszerii elolvasni a konyvben
kézolt megolddst, sszehasonlitani az Olvasé dltal taldlt meg-
olddssal. ElGfordulthat, hogy az Olvasé megolddisa egyszeriibb,
rovidebb, esetleg eltér a konyvben kozolt megoldastol. A terje-
delem szabta korldt miatt azonban egy gyakorld feladatra, ill.
feladatra a legtobb esetben csak egy megolddst kozliink.

A Szerz8



1. VALOS SZAMOK ES SZAMSOROZATOK

1. A valods szamok

A kovetkezGkben bevezetésre keriil6 fogalmak a valés szamok
fogalmara épiilnek. A kozépiskolai matematika tanulmanyok
alapjdn mindenkiben kialakul egy intuitiv, szemléletes kép a
valos szamokrdl. Eszerint a valds szdmokat a raciondlis és az
irraciondlis szamok alkotjdk. A racionélis szdmok azok, amelyek
két egész szdm hanyadosaként felirhatok. A racionalis szdmokat
véges vagy végtelen szakaszos tizedestort alakban is el§ lehet
4llitani. Az irraciondlis szimok nem irhatdk fel két egész szdm
hanyadosaként, az irracionalis szimokat végtelen, nem szakaszos
tizedes tortekkel adhatjuk meg.

Az eddig mondottak természetesen nem szabatos matematikai
kijelentések. A késGbbiekben még — éppen a hatarérték fogalom
alkalmazasaként — visszatériink egyes feladatokban az elmon-
dottak pontosabba tételére.

Kiindulépontként, a tovabbi fogalmak szilardabb megalapo-
zasahoz osszefoglaljuk a valos szimoknak azokat a legfontosabb
alaptulajdonsagait, amelyeket fel fogunk hasznalni. Ezek a tu-
lajdonsagok, bizonyos, pontosan definidlhaté értelemben egy-
értelmiien meg is hatdrozzdk a valds szamok halmazit.

Jeloljiik V-vel a valés szdmok halmazét. A V halmazban ér-
telmezve van két kétvaltozos miivelet: az 6sszeadas — jele ,,+ 7,
és a szorzas — jele ,, - ” (gyakran e jelet el is hagyjuk). Ez azt
jelenti, hogy barmely két, a és b valdés szdmhoz egyértelmiien
tartozik egy a+b valds szdm — az a és b Osszege, és egy a- b
valds szdm — az a és b szorzata.

A két miiveletre a kdvetkez8 alaptulajdonsdgok teljesiilnek :

Bérmelyik a, b <V-re (a, b<V-t igy olvassuk: ,,a, b eleme V-nek™)



(1) a+b=b+a az 6sszeadds kommutativ,
(2) a-b=b-a aszorzds kommutativ.

Barmelyik a, b, c € V-re
(3) (a+b)+c=a+(b+c) az Gsszeadas asszociativ,
4 (a-b)-c=a-(b-c) aszorzas asszociativ

és
(5) a-(b+c)y=a-b+a-c a szorzds az Osszeadasra nézve
disztributiv.

Van olyan valds szim — amit 0-val jeldlink —, hogy minden
acV-re

(6) a+0=a

és van olyan valods szam — ezt 1-gyel jeloljiik —, hogy minden
acV-re

M a-l1=a

Minden a valds szimhoz pontosan egy olyan x valds szdm
van, amelyikre

®) a+x=0.
Az a-hoz tartozd, (8)-at kielégitd x-et a ellentettjének nevezziik
és —a-val jeloljiik.

Minden a0 valés szamhoz pontosan egy olyan x valds szam
van, amelyikre
® a.x=1.
Az a-hoz tartozo, (9)-et kielégité x-et a reciprokanak nevezziik

és ;1 -val jeloljiik.

Az eddig felsorolt kilenc alaptulajdonsag felhasznélasaval mar
konnyen definidlhatjuk a valds szamok korében a kivonast és az
osztast:

barmely két a, b valds szimhoz pontosan egy olyan valds szdm
tartozik, amit a két szam, a és b kiilonbségének neveziink, a— b-
vel jeloliink és igy definidlunk:

a—b=a+(-b);
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barmely a és b= 0 valés szdmhoz pontosan egy olyan, %-vel

jeldlt valds szam tartozik, amit a két szim hdnyadosanak neve-
ziink és igy definidlunk:

a_ 1
5=4 g

Ugyancsak az eddig felsorolt alaptulajdonsagokbdl kovetke-
zik, hogy a valds szdmoknak egy részhalmazat alkotja a termé-
szetes szdmok halmaza (az 1-b6l ismételt Osszeadassal elGallit-
haté szamok); ezt a toviabbiakban T-vel jeloljiikk. A raciondlis
szdmok R-rel jelSlt halmaza is részhalmaza a valés szimoknak
(példaul a T halmazbél kiindulva a négy alapmdiivelettel meg-
kaphaté valds szdmok halmaza éppen R lesz).

A valés szamok halmazanak egy tovabbi fontos tulajdonsaga,
hogy ki van jelolve benne a pozitiv szdimok halmaza. Ha egy a
valés szam pozitiv, azt igy jeloljitk: a=>0. A pozitiv valos szi-
mokat jellemz8 alaptulajdonsagokat is felsoroljuk:

Ha a=0, akkor a és —a koziil pontosan az egyik pozitiv.

Barmely két pozitiv szim Osszege és szorzata pozitiv.

A pozitiv szam fogalmaval mar definidlni lehet az egyenlStlen-
séget. Azt mondjuk, hogy az a valds szdm nagyobb, mint a b
valés szdam, a=>b, ha a—b pozitiv. Ebb8l a definiciébol azutdn
mar egyszeriien bevezethetSk az egyenlGtlenség alaptulajdonsa-
gai, az egyenlStlenségekkel vald szdmol4s szabdlyai.

Sziikségiink lesz a valds szdm abszolut értékének fogalmara is;
a abszolut értékét |al-val jel6ljiik és igy definidljuk:

la|= a, ha a=0,
" ]l—a, ha a=<0.

A valés szamok eddig felsorolt alaptulajdonsagait gy szokas
osszefoglalni roviden, hogy a valds szdmok rendezett testet al-
kotnak.

Tovéabbi fontos alaptulajdonsidga a valés szdmok testének,
hogy a rendezésre a kovetkezS igaz:

Birmely a=>0 valés szdmhoz van olyan n€T természetes
szam, hogy n=a.
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Ezt az alaptulajdonsagot Arkhimédész-féle axiomdnak is neve-
zik és egy olyan rendezett testet, amire ez az alaptulajdonsig
igaz, arkhimédészien rendezett testnek neveznek.

A kdvetkezd, egyben utolso és legfontosabb alaptulajdonsdg megfogal-
mazasa elStt néhany bevezetS, szemléletes megjegyzést tesziink.

A valos szamokat egy egyenes pontjaival szoktuk szemléltetni. A valos
szamok halmazanak és az egyenesnek mint pontokbdl all6 halmaznak a
.szerkezete” lényeges tulajdonsagokban megegyezik. Ennek mélyebb oka
az, hogy azok a geometriai alaptulajdonsigok, amik az egyenesnek mint
ponthalmaznak a ,;szerkezetét” jellemzik, megfelelnek a valés szdmokat
Jjellemz6 alaptulajdonsagoknak.

Az emlitett megfeleltetés a valos szamok és az egyenes pontjai kozott a
kovetkezébt jelenti: ha megadunk egy egyenest, kijeloliink rajta egy pontot,
amit a 0 valés szaimnak feleltetiink meg és megadjuk az egységnyi hosszu-
sdgu szakaszt, akkor minden valos szdmhoz egyértelmiien hozza tudjuk
rendelni az egyenes egy pontjat és forditva, az egyenes minden pontjdhoz
egyértelmiien tartozik egy valos szam.

Példaul az 1. abran a P pontnak a —1 valds szam felel meg, a 2,5 valos
szamnak pedig a Q pont felel meg. Ezt réviden ugy is mondhatjuk, hogy a
P a—1,aQ pedig a 2,5 valos szam.

P Q
® : t *

’

1. abra

Ha adott két valds szam, a és b és pl. a<b, akkor a sz&megye-
nes a és b pontja k6zotti szakaszahoz rendelt valés szdmok,
azaz az a= x= b egyenlGtlenségnek eleget tevs valés szimok hal-
mazat az a, b zdrt intervallumnak nevezziik és igy jeloljiik: [a, b].
Az a<x<b egyenlBtlenséget kielégitG valds szdmok halmazit
nyilt intervallumnak nevezziik és (a, b)-vel jeloljik. Haszndlni
fogjuk még a félig zdrt intervallum fogalmat is: az a=x<b
egyenlStlenségnek eleget tevS valés szdmok halmaza az [a, b)
balrdl zart, jobbrdl nyilt intervallum, az a<x=b egyenlGtlensé-
get kielégit6ké viszont az (a, b] balrdl nyilt, jobbrdl zart inter-
vallum.

A valés szamokat jellemzs, eddig felsorolt alaptulajdonségo-
kat a raciondlis szdmok is kielégitik; a racionalis szimok is
arkhimédészien rendezett testet alkotnak. Egy tovabbi alaptu-
lajdonsagot fogalmazunk most meg, ami mar csak a valds sza-
mokat jellemzi, amit a raciondlis szimok teste mar nem elégit ki.

12

El8szor egy elnevezést vezetiink be. Egymdsba skatulydzot:
zdrt intervallumsorozatnak nevezziik zart intervallumoknak egy
olyan rendszerét, amelyben minden természetes szimhoz meg
van adva egy [a,, b,] zart intervallum ugy, hogy az [a, ., b,.]
Zart intervallum minden n € T-re része az [a,, b,)-nek, azaz:

an§0n+l<bn+l§bn'
+ H+—3 1 —>
1111 1 1
654 3 2
2. dbra

1
Példaul a [0, '—1] alaku intervallumok, ahol #€T ilyen egymdsba skatu-
lydzott, zart intervallumsorozatot alkotnak (2. 4bra).

Ezeknek az egymésba skatulydzott zart intervallumoknak van k6z6s pont-
- o 1] .
ja, mégpedig a 0 szam. Nyilvan igaz, hogy a 0€ [O, —:l minden #n€ T-re, mert
ni.

a 0 végpontja mindegyik intervallumnak.

Masik példa : rendeljiik hozza minden természetes szimhoz azt a [1,, 7]
intervallumot, ahol ¢,, ill. T, jelenti az egység sugaru korbe, ill. kor koré irt
szabdlyos n+2 sz0g teriiletét. Igazolhatd, hogy ez az intervallumsorozat is
egymasba skatulydzott, sGt:

L<tig1<T1<T,

Belathatd, de szemléletesen nyilvdnvalo is, hogy az intervallumsorozat-
nak ismét van koz0s pontja, méghozz4 csak egy kdz0s pontja van, a w szdm.
Az egység sugaru kor teriilete éppen az az egyetlen szdm, ami minden n-re a
1, és T, kozott van.

A valds szamtestnek fontos alaptulajdonsidga a kovetkezd,
Cantor-axiomdnak nevezett tulajdonsag:

Minden [a,, b,] egymasba skatulyazott zart intervallumsoro-
zatnak van koz0s pontja, azaz van olyan ¢ valés szim, hogy
minden n€ T-re:

a,=c=b,.

A Cantor-axidmaban kimondott alaptulajdonsidg nem zart intervallumok-
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1
ra altalaban nem igaz. Példaul a (O, —] féligzart intervallumok sorozata
n

1 .
<-, de nincs olyan valds szam, ami
n+ n

egymasba skatulyazott, mert
mindegyikben benne lenne. A 0 nyilvdn egyik intervallumban sincs benne,

1
egy tetsz8leges p=>0 val6d szamhoz viszont van olyan n€ T, hogy —=< p (hiszen
n

’ 1
az Arkhimédész-féle alaptulajdonsig miatt van olyan n€T, amire —=>n,
p

tehat p nincs benne mindegyik intervallumban.

2. A teljes indukcio; nevezetes egyenlétlenségek

A hatérérték definicidjdban és késébb, a hatarértékszamitasi
feladatok megolddsiban az egyenlGtlenségeknek fontos szerepiik
van. Néhany nevezetes és a késGbbiekben jol hasznosithato
egyenlStlenséget fogunk ebben a részben targyalni. Az egyenlGt-
lenségek bizonyitasahoz egyik jol haszndlhat6 segédeszko6z lesz
a teljes indukciéval vald bizonyitds modszere.

Prébaljunk megadni egy altalanos képletet az els§ n paratlan
szdm Osszegére. Ha

n=1, akkor az 4sszeg is nyilvan 1. Ha
n=2, akkor az Osszeg 1+ 3=4,
n=3-ra 1+34+5=9,

n=4-re 1+3+5+7=16,

n=5re 14+3+5+7+9=25.

Az eddigiek alapjan mar azt mondhatja valaki: nyilvan latszik,
hogy az elsS n paratlan szdm Osszege »?, hiszen ez igaz n=1, 2,
3, 4 és 5-re is.

Ovatosan kell kezelni azonban az ilyen kijelentéseket. Nézziik a kovet-
kezé feladatot. Egy korvonalon felvesziink »n darab pontot és ezeket gy
kotjiik Ossze egymadssal az Osszes lehetséges modon, hogy a kor belsejének
barmelyik pontjaban legfeljebb két 6sszek6tS szakasz messe egymast. Kér-
désiink az, hogy hany részre vagjak szét a koérlapot az igy kapott szaka-
szok ? Ismét kezdjiink el probalgatni. Ha n=1, akkor nincs 0sszek6td sza-

14

3. édbra

4. abra
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5. abra kasz, a korlap tehat egyben marad, a részek szdma 1. Ha n=2, nyilvan egy
OsszekOt6 szakasz van, a részek szdma 2. Noveljiik eggyel a pontok szamat,
legyen n=13, ekkor, mint a 3. 4brdn lathatd, a részek szdma 4 lesz. n=4 ese-
tén ismét konnyen Osszeszamolhatjuk, hogy 8 rész keletkezik (4. 4bra).

Az eddigi tapasztalatok azt sejtetik, hogy minden tovabbi pont hozzi-
vételével a részek szima megdupldzodik. Probaljuk ki ezt a sejtésiinket!
Ha igaz, akkor n=15 pont esetén 2 - 8=16 részt kell kapnunk. Az 5. dbra
(amely altaldnos esetet jellemez) mutatja, hogy erre az esetre is igaz a sej-
tésiink. Ha most az el6z6 példa mintdjara elhamarkodottan kijelentenénk.
hogy a megallapitasunk tovabbra is érvényes, hamar csalddnank, mert
n==6-ra mar nem 2 . 16 =32, hanem csak 31 részt kapunk (6. 4bra).

Térjiink vissza az el6zd feladathoz, az elsé n paratlan szam 8sszegéhez.

frjuk fel sejtésiinket 4ltaldnos alakban:

1434+5+...+2n—1=n2

Tételezziik fel most, hogy sejtésiink igaz egy rogzitett n-re és
probaljuk bebizonyitani ebbdl a feltételbsl azt, hogy ez az bsz-
szefiiggés a kovetkez8 természetes szamra, n+ 1-re is igaz lesz.
Az els6 n + 1 paratlan szdm Osszege, a feltételt is felhaszndlva,
igy alakithato at:

14345+ ... +2n—1+2n+1=
=n?4+2n+1=m+1)>

2[5\ 4 o Ha tehat sejtésiink igaz n-re, akkor igaz n+ 1-re is. n=1-re mar
= lattuk, hogy igaz az Osszefiiggés. Ekkor azonban az el6z8k
0./1.\ 4, szerint n+1=2-re is igaz. Legyen most n=2, erre mar tudjuk,
) 13. hogy igaz, de akkor n+ 1=3-ra is fenndll s i. t., végiil is minden
9. s , természetes szdmra igaz lesz az Osszefiiggés.
8 g A most alkalmazott bizonyitasi médot nevezziik teljes induk-
' ’s cidnak. Foglaljuk 6ssze még egyszer a bizonyitdsi mddszert:
¥4 o % 20, ha 4y, ..., 4,, ... egy ,allitdssorozat” és 4, igaz,
valamint abbdl a feltételbSl, hogy A4, igaz (indukcids feltétel)
Al 21) kovetkezik, hogy 4, is igaz,
| % akkor az A, allitds minden » természetes szamra igaz.
. 2%

g Ez nyilvan helyes bizonyitdsi moéd. Ha ugyanis volna olyan n természetes

28| 25, szam, amire 4, nem igaz, akkor az ilyenek kozott van egy legkisebb, legyen

7. 30 ez ny. Az nynem lehet 1, mert 4, igaz a feltevés szerint. Mivel n, a legkisebb

o Iy ilyen tulajdonsagu szam, ezért 4, _; igaz, ebbdl pedig a feltevés szerint ko-
6. abra vetkezik, hogy 4, igaz, igy ellentmondaésra jutottunk.
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Gyakorlo feladatok
1. Hatarozzuk meg az elsd n természetes szam kobének Osszegét.

Megoldds :

A kobszamok Osszegét a 7. dbran levé négyzetek t‘erijlete szemlélteti.
Ennek alapjdn a kovetkezd Osszefiiggésrdl sejtjiik, hogy igaz:

53
4
33
23
B
1 2 3 4 5
7. abra

(10) 1B3+23+...4+m8=Q+2+...+n2

Az 6sszefiiggést teljes indukcidval igazoljuk :
n=1-re igaz az 4llitas, hiszen 13=12.

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az 4llitas, vagyis a (10) Osszefiiggés fennép e:s
mutassuk meg, hogy n-+1-re is igaz. Az elsé n+1 természetes szém kol}e-
nek Osszege a (10) feltétel, vagyis az indukcios feltétel felhasznélasaval igy
is irhat6:

18

(11) P42+ B3+ 0+ 1P=1+2+ ... + 0P+ (n+ 1)3.
A (11) egyenl3ség jobb oldalat igy alakithatjuk tovibb:
(1+2+...+0)2+(n+1)3=
(12) =142+ ...+n?+n(n+1)2+(n+1)2=
n(n+1)

=(1+2+...+n)?+2- (n+1)+((n+1)2

o . n(n+1
Vegyiik észre, hogy itt

) az elsS n természetes szam Osszege. fgy a
(11) egyenlbség — (12) alapjan — igy irhato:

(13) l+23+...+n3+(n+1)3=(1+2;|-...+n)2+
+2(14+2+ ... +)(n+ 1)+ (n+1)2

A (13) egyenl3ségbdl a kéttagi kifejezés Osszegének négyzetére vonatkozod
azonossag felhasznalasaval a bizonyitando6 egyenl3séget kapjuk :

B4+23+ . +83+0+1)P3=Q+2+...+n+n+ 1)

Ezzel a (10) Osszefiiggés érvényességét igazoltuk. Az elsd n természetes
szdm Osszegére vonatkozd, mar felhasznalt képlet alkalmazasaval a bizo-
nyitott képlet még igy is felirhat:

n(n+l)]2_nz(n+l)2

(14) 13+23+...+n3=[
2 4

2. Igazoljuk teljes indukcidval, hogy tetszéleges a> — 1 valds szamra és
nET természetes szamra érvényes az

15 (@(+ay'=l+na

egyenl6tlenség, az Un. Bernoulli-féle egyenlétlenség.

Megoldas :
A (15) egyenldtlenség n=1-re igaz, mert
l1+a=1+a. »

Tegyiik fel, hogy (15) fennall valamilyen rogzitett n-re és igazoljuk, hogy
n+1-reis igazaz allitas. Mivel a>—1, 1+ a>0, tehit az 1 +a pozitiv szdm-
Emal_ akfeltetelﬁnket jelent6 (15) egyenlStlenség mindkét oldaldt megszoroz-

atjuk :

(16)  (1+ay+'=(1+na)l+a).
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A (16) egyenlStlenség jobb oldalat igy alakithatjuk tovabb:
(17 Q+na)l+a)=1+na+a+na=1+n+1)a+na*

Itt na®=0 nyilvan igaz, tehat ha ezt elhagyjuk, ezzel csak csokkenthetjiik
a (17) kifejezés értékét. (16) és (17) alapjan tehat ezt kapjuk:

(A +a+l=14+(n+1)aq,

és ezt kellett igazolnunk.

A ko6zépiskolai matematikdbdl mar jol ismert a szamtani és
mértani k6zép kozotti egyenlStlenség két szdm esetére: ha g,
b=0 val6s szamok, akkor:
as) Vap=**l,

2
ahol az egyenl§ség csak a=b esetén 4ll fenn. A kovetkezGkben
ennek az egyenlStlenségnek az dltaldnositasat fogjuk bizonyitani.
El8szor azt definidljuk 4ltaldnosan, hogy mit értiink »n darab
nemnegativ valds szim szdmtani és mértani kdzepén. Legyenek
a, a, ..., a,=0 valdés szamok. Az adott szamok szdmtani
kozepe az

a;+a,+...+a,
n

Il_

valds szam, mértani kézepe pedig az

n

Vaa, ... a,
valos szam.
Gyakorlo feladatok
3. Igazoljuk teljes indukcidval, hogy 2" darab nemnegativ valos szim
(n€T) mértani kdzepe kisebb vagy egyenlé, mint ugyanezen szdmok

szdmtani kOzepe ; egyenl6ség pedig csak akkor all fenn, ha mind a 2" szam
egyenlo egymdssal.

Megoldds :

Jeloljenek ay, ay, .. ., ayn tetszleges nemnegativ valos szimokat. Azt kell
igazolnunk, hogy:

20

»n__
(19) Va]az oo = g ,
ahol az egyenlGség csak abban az esetben igaz, ha a;=a,=...=a,n.
Az alhtas n= l-re igaz, hiszen ezt mondja ki a (1 8) eaven]ot]enseg

negativ valos szdmra igaz. Igazolni akarjuk, hogy az allitds n+ 1-re is igaz.
Legyenek ay, @, ..., @y, yny ), - .., @i+ t€1sz6leges nemnegativ valos
szamok. Ennek a 27+! darab szamnak a mértani kdzepét a kovetkezd alak-
ban is felirhatjuk :

2n+l

20) lal Qnlgny . Qa1 =

V Va, Va2n+] - Q.

A (20) egyenléség jobb oldaldn a négyzetgyokjel alatt mindkét tényezore
alkalmazhatjuk az indukcios feltevést. Igy ezt kapjuk:

n+l
Ay ... Q;" Qynyy oo Gner=
(21)
= al+...+02n‘02n+1+...+azn+1
- 2 n ’
€s az egyenl6ség csak akkor all fenn, ha g;=.. S=03n €S Qyny 1= ... =agned

teljesul (21) jobb oldala két nemnegativ va]os szam mértani kozepe Errél
mar tudjuk, hogy kisebb vagy egvenlé, mint ugvanezen két szam szdmtant
koOzepe, tehat:

2n+1

Ay ... Q@ R
(22) 1 2nH 41 n

sa]+ ---+a2n+azn+1+.. .+02n+1
- n+1 ’

és az egyenlGség itt csak akkor all fenn, ha

al+...+azn=

al=...=azn,02n+]=.-.=a2n+l és on

_a2n+,+ .. .+02,.+1

-,
‘_n
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isigaz, ami viszont csak akkor teljesiil, hag;=...=a;=ayn4 = ... =dyn+1
igaz, vagyis éppen a bizonyitand6 allitast kaptuk.
4. Igazoljuk (a 3. feladat eredményének felhasznéldsdval), hogy ha »

akdrmilyen természetes szdmot jeldl és ay, a,, . . ., g, tetszOleges nemnegativ
valos szamok, fenndll a kovetkez6 egyenlStlenség:

e agyt+ay+...+a
@3 Vaa, . ag=—"-2"""n,
n
és az egyenlGség csak akkor igaz, ha aj=a,=...=a,.
Megoldds :

A 3. feladatbol tudjuk, hogy az 4llitds specidlis n-ekre, a 2 hatvanyokra
igaz. Legyen n tetszbleges rogzitett természetes szdm és valasszuk meg k-t
gy, hogy n=2 teljesiiljion. Ha n=2%, az 4llitas igaz. Ha n<2k akkor az
a, ..., a, szamokhoz vegyiink hozzd még 2%-n darab nemnegativ valds
szamot; ezek mindegyike legyen éppen az ay, ..., a, szZdmok szimtani

aj+ay+...+aqa
kozepe. Jeldljiik s-sel ——2—"""" " _et. Az igy kapott 2¢ darab szdmra

n

mar tudjuk a 3. feladatbol, hogy igaz az egyenldtlenség:

2k
}/ — aytay+...+a+—n)s
249) aa, ...a, s T2 it ) ,
2k
Itt az egyenldség csak akkor 4ll fenn, ha a;=a,=...=a,, hiszen ekkor

nyilvdn az s szdmtani k6z€p is egyenlS e szamokkal. (24) jobb oldalédn az
a;+ ...+a, Gsszeget n - s-sel is potolhatjuk, majd 6sszevonds és egyszeri-
sités utan ezt kapjuk:

2k
(25) Valaz v s

(25) mindkét ol dalat 2% kitevére emelve és s2k—n-nel egyszerlsitve (ez
utobbi 1épésnél kihasznaljuk, hogy s= 0, amit feltehetiink, mert s=0 ese-
tén a;=...=a,=0is ll és (23) nyilvdn igaz) az

(26) aa,...a,=s"
egyenlGtlenséget kapjuk, amibSl a bizonyitandd (23) egyenlStlenség mar

kovetkezik. (26)-ban és igy (23)-ban is az egyenl6ség csak ugyanakkor ér-
vényes, amikor (24)-ben, vagyis amikor a;=a,=...=q, all fenn.
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A szamtani és mértani kozép mellett mas ,kozepeket” is
szoktak alkalmazni. Gyakran jol tudjuk hasznilni feladatok
megoldasakor a harmonikus k6zép fogalmét. Az q,, a,, ..., a,
pozitiv valés szamok harmonikus kdzepének nevezziik az adott
szamok reciprokai szdmtani k6zepének reciprokat, vagyis az

n
1 1

1
—t—F .. +—
a a a,

valds szamot. A kovetkezd feladat arra a kérdésre ad valaszt,
hogyan helyezkedik el nagysagrendileg a harmonikus ko6zép a
szamtani és mértani kozéphez képest.

Gyakorl6 feladatok
5. Igazoljuk, hogy n darab pozitiv valos szim harmonikus kozepe ki-

ebb vagy egyenld, mint ugyanezen szimok mértani kdzepe és az egyenlSség
csak akkor 4ll fenn, ha a szimok mind egyenlok egymadssal.

Megoldas :
Jelolje ay, a,, . . ., a,azadott pozitiv valés szimokat. Azt kell igazolnunk
hogy
n n
Q7 -1-——1———1§}/ala2 c..a,
—t—t .=
4 9 a,
¢és az egyenloség csak akkor 4ll fenn, ha a;=a,=...=a,. Alkalmazzuk a

mar bizonyitott szimtani és mértani kozép kozotti egyenltlenséget az —

4

1 1,
—, ..., — Szamokra:
] a,

1 1 1 =

—t—t .= T3 )
(28) el W S YO | AR

n a; a, a,
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A (28) egyenlGtlenségben, mint tudjuk, csak akkor igaz az egyenl3ség, ha
1 1 1

—=-—=_..=—, ez pedig ekvivalens az a;=a,=...=a, feltétellel. (28)-
a, a,

bol (27)-et egy szgrﬁen ugy kaphatjuk meg, hogy mindkét oldal reciproka
vessziik, ekkor természetesen az egyenlétlenség jele megfordul.

Feladatok

1. Igazoljuk teljes indukci6val az elsG n természetes szam négy-
zetének Osszegére vonatkozd kovetkez§ képletet:
_n(n+1)2n+1)

6

2. A szamtani és a mértani k6zép ko6zotti egyenlStlenség fel-
hasznélasaval igazoljuk, hogy tetszGleges n természetes szdmra:

1\ 1 \m1

Hogy ez mennyire ,éles”, az a kovetkezokbél 1atszik. Az

(43 (45)”
14+-) <[ 1+
n n+1

ekvivalens az (n+ 1)+ <)(n+2)"+! egyenlétlenséggel. Ha a bal oldalbol
egy n-+1, a jobbdl pedig egy n-+ 2 szorzét elhagyunk, akkor az egyenltlen-
ség megfordul:

24224 ... 4n?

(D= (24 2n41)"> (24 2n)'= i(n+-2)".

3. Teljes indukcioval bizonyitsuk be, hogy ha n és k természetes
szamok, €s k=n, akkor:

1\* k k2
h n n-

(Rogzitett n mellett k-ra vonatkozé teljes indukcidt alkalmaz-
zunk.)

4. Igazoljuk, hogy minden n.é T-re:

(1 +l>n< 3.
n

5. A 4. feladat eredményének felhasznalasaval bizonyitsuk be,
hogy tetszGleges n=3 természetes szamra:

V= ""n+1.
6. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges n< T szamra igaz a kovet-
kezG két egyenlGtlenség:

1 n 1 n+1

%) (“5) <<1*m> ’
. 1 n+1i 1 n+2
b) (1+;) ><1+Ei> .

7. Legyen n>1 tetsz8leges természetes szadm. Igazoljuk, hogy

1 1 1 1

n+1+n+2+'”+ﬂ>§'

8. Legyen a>1 tetsz8leges valos szdm és n>1 tetsz6leges ter-
mészetes szam. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenlStlenséget:

’i'/; —1< a—_—l .
n
9. Igazoljuk, hogy tetsz8leges n természetes szdmra igaz az
n—1 n
n n+l
egyenlGtlenség.

10. Az el8z8 feladat alkalmazasaval igazoljuk, hogy az
1 1-3-5-...-(2n-1) 1
'—< . . . . = [
2Vn 2 4 6 cee Zn Vzn_l_l
egyenlGStlenség tetsz8leges n>1 természetes szAmra igaz.

11. Igazoljuk teljes indukciéval a binomidlis tételt, azaz mu-
tassuk meg, hogy tetsz8leges a, b valds szdmokra és tetszGleges
n természetes szdmra

(a+b)y"=a"+ <’11>a"“b+ . <n,1 1)ab"“+b",
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ahol az <Z) (olv.: ,n alatt a k’’) szimok az un. binomialis

egyiitthatok az ; szamok rovid jelolései.

ki(n—k)
12. A binomidlis tétel felhasznélasaval igazoljuk, hogy ha n>1
természetes szam, akkor:

1+1 <1+—1—+...+—£.
n 1! n!

3. Szamsorozatok hatarértéke

Valés szamsorozatnak neveziink minden olyan fiiggvényt, amely-
nek értelmezési tartomédnya a természetes szimok halmaza, ér-
tékkészlete pedig a valds szdmok egy részhalmaza.

A definiciébdl kovetkezik, hogy egy szdmsorozatot akkor te-
kintiink adottnak, ha minden n€T szdmra ismerjiik a sorozat
n-edik tagjat, azaz a sorozatot jelentd fiiggvénynek az n helyen
felvett értékét. Egy szdmsorozatot 4ltaldban (a,)-nel, a sorozat
n-edik tagjat pedig a,-nel fogjuk jeldlni.

Egy szdmsorozatot sokféleképpen meg lehet adni. Gyakran
hasznéljuk azt a fajta legegyszeriibb megadasi médot, amikor
egy képlettel fejezziik ki, hogyan fiigg az n-t6l a sorozat n-edik
n+1
n3+n’
sorozatot definidlnak. Egy sorozatot megadhatunk utasitdssal is,
példdul igy: a sorozat pératlan indexi tagjai legyenek 1-gyel
egyenldk, a paros indexii tagok pedig 2-vel. A sorozatok egyik
gyakori megadasmoédja a rekurziv definicié, amikor megadjuk a
sorozat els6 néhany tagjit, majd az a,-et az el8z8 tagok fiigg-
vényeként fejezziik ki. Rekurziv definiciéra ad példat a kovet-
Dlntl A Kovetkezbk-
ben el6fordul6 sorozatok egyben valtozatos példait adjak annak,
hogyan lehet definidlni egy szimsorozatot.

tagja. Péld4ul az

Va+1—Vn, <1 +%) képletek egy-egy

kez§ sorozat: a;=1, a,=2 és a, ,=
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Kovetkez8 célunk az, hogy a konvergens (6sszetartd) sorozat
fogalmat definidljuk. ElSkészitésként vizsgaljunk meg néhdny
sorozatot:

1 11 1

a) la '2'a 53 Z’ 9;1'9 s
11 1 (-nr-t

b) 19 _59 '3‘) _Ze s n ’ >

1 2 3 n—1
C) 1, 5’ §a Z9 .y n ’ ’

1 2 3 n—1
d) 1, 53 1’ §9 1; Za LERE ) 1’ n s ’

1 .1 1 1,
e) 1’ '2'9 29 _2—2’ 22, _239 23, si‘,;a 2, ’
f) 1, _1, 1, _'1, cees

1 2 3

n
T A A A A

w10, (1) (W0) 10y
)Ei’iT)I’m’“" 1)’ "7

) a+nn (143), (1+1) L
i s (103)5 (143)5 o (145)) s

j) 0,0,0, ...
k) 1,223 .., n2 ...

A felsorolt sorozatok koziil az a), b) konvergensek és 0-hoz
tartanak, de konvergensnek tekintjiik a j) sorozatot is, hatdrér-
téke természetesen 0. A c) és d) sorozatok is konvergensek és
1-hez tartanak. Az e),f), g) és k) sorozatok nem konvergensek,
mds szoval divergensek, hiszen aze), g), és k) sorozat tagjgu kozt
ak4rmilyen nagy szamok el6fordulnak, azf) sorozat tagjai pcdl.g
—1 és 1 kozt ,,ingadoznak”, més széval oszcillalnak. A h) és i)
sorozatrdl ,,ranézésre” nehéz megmondani, hogy konvergen-
sek-e. A késGbbiekben igazolni fogjuk, hogy mindkettS konver-
gens, méghozza h) hatarértéke 0.
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A most elmondottak természetesen még nem szabatos mate-
matikai 4llitdsok, hiszen még nem mondtuk meg pontosan mit
é{tﬁnk azon, hogy egy (a,) sorozat konvergens. A pontos defini-
ci6 el6tt még egy elnevezést vezetiink be: egy a vals szdm £>0
sugari kornyezetének nevezzilk az (a—e, a+¢) nyilt intervallu-
mot.

Az (a,) valds szdmsorozartrdl akkor mondjuk, hogy konvergens
és hatdrértéke a, ha minden e=>0 szdmhoz van olyan N természe-
tes szdm, hogy a sorozat minden N-nél nagyobb indexii tagja az
a szdm & sugaru kérnyezerébe esik.

_ Azt, hogy az (a,) sorozat konvergens és hatarértéke a, igy fog-
juk jelolni:

lim a,=a;

n— o

néha réviden az a,— a jelolést is hasznéljuk.

Igazoljuk példaul a definicié alapjan, hogy lim 3=0. Ha e-t —1— -nak
n 100

n-—+oco

valasztjuk, akkor N-nek jo lesz 100, mert a sorozatnak a 100-adik tag utan
. . L, L 1
kovetkez6 tagjai mar nyilvan a 0 szém —— sugaru kornyezetében vannak
100
(8. abra).
Az Arkhimédész-féle alaptulajdonsag biztositja, hogy akarmilyen >0

A \ . 1
szamot is adunk meg, van olyan N természetes szam, amelyre N>— , ahon-
€

1 11
nan N<e; n=>N-re I—1<—ﬁ ami azt mutatja, hogy a sorozatnak a N-nél na-

gyobb indexli tagjai a 0 szam & sugari kérnyezetében vannak.

RN

} —t—t :
1 o L1 .1

100 400 200 100

8. dbra

A konvergens sorozat definiciéjdnak az a kikotése, hogy a, az

g sz"ém & sugaru kornyezetébe esik, egyenlStlenséggel is kifejez-
etd:

n—oo

a—e<a,<a+se,
ez pedig ekvivalens a
29) —e<a,—a<e

egyenlStlenséggel. A (29) egyenlStlenség az abszolut érték defi-
niciéjat felhasznalva igy irhato:

30) |a,—a|<e.

A definiciét most (30) felhaszndlasdval igy is megfogalmaz-
hatjuk: lim a,=a akkor teljesiil, ha minden e>0-hoz van olyan

N természetes szam, hogy minden n=>N-re | a,—a|<e.

A konvergens sorozat fogalménak még egy, az eredetivel ekvi-
valens definicidjat fogjuk tobbszoér hasznalni: az (a,) sorozat
konvergens és hatdrértéke az a szim, ha a bdarmely e=>0 sugari
kornyezetén kiviil csak véges sok tagja van a sorozatnak.

Ha az eredeti definici6 szerint konvergens egy sorozat, akkor ez teljesiil.
hiszen az adott e-hoz tartozé alkalmas N-nél kisebb indexi tagok csak
véges sokan vannak, tehat csak véges sok lehet az & sugari kérnyezeten
kiviil. Ha a most megfogalmazott értelemben konvergens egy sorozat, ak-
kor adott e>0-hoz legyen N a legnagyobb indexd tagnak az indexe, ami
még az a szam ¢ sugar kornyezetén kiviil esik. Erre igaz lesz, hogy az N-nél
nagyobb indexii tagok mar az a € sugari kornyezetében vannak. Ezzel
igazoltuk a két definicié ekvivalencidjat.

Gyakorlo feladatok
6. Igazoljuk, hogy a b) sorozat konvergens €s hatarértéke 0, azaz
. (=1t
m ——=

n

1 0.

Megoldas :

Adjunk meg egy tetszOleges £>0-t és keressiink hozzd alkalmas N-et.
Ezt a (30) egyenldtlenségbdl kaphatjuk meg:
—1y-! 1
I S.._l__. -0j=-<g¢,
n n
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1 . 1 ]
ez teljesiil, ha n>-, azaz N-nek barmilyen, az - -ndl nagyobb természetes
€ €

szdm j6. Ezzel megmutattuk, hogy minden £>0-hoz van a definiciot kielé-
gitd N, az allitast igazoltuk.

7. Igazoljuk, hogy a c¢) és d) sorozatok konvergensek €s hatarértékiik 1.

Megoldas :

A c¢) sorozatra kozvetleniil alkalmazzuk a definiciét a (30) egyenlGtlen-
séggel:

n—1 Pl
R
n n
1 1 .
ez akkor teljesiil, ha n>-, azaz ¢>0-hoz barmely, az - -ndl nagyobb termé-
€ €

szetes szam jO N-nek, mas szoval kiiszobindexnek.
A d) sorozatban minden pératlan index( tag 1, a pdros indexd tagok

n—1 .
—— alakuak, ezek sorozatarol is tudjuk, hogy 1-hez tart. Adott e-hoz, ha
n

n—1
N-et keresiink, akkor csak az —— alaku tagokat kell vizsgalni, hiszen az
n

. . L s n—1
1-ek N=1-t8l is az 1 szam ¢ sugaru kornyezetében vannak. Az —— sorozat-
n

1
hoz N-nek az - -nal nagyobb természetes szdmok jok. Vegyiik figyelembe,
&

1
hogy ezek a tagok csak a paros indexfek, igy az - -nal nagyobbnak valasztott
€

természetes szim kétszerese lesz jo kiiszobindex.

8. Igazoljuk, hogy az a,= c egyenlGséggel definidlt sorozat, ahol c tetszé-
leges valos szam, konvergens €s lim a,=c.

n—co

Megolds :

Aza4llitdst — barmennyire nyilvanvalonak is tinik — ellendrizniink kell,
hogy a definicidnak valdoban megfelel-e. e>0-t valasztva N-nek 1 is valaszt-
hato, hiszen a sorozat minden tagja benne van ¢ szdm s sugaru kornyeze-
tében. Igy a j) sorozat konvergencidjat is igazoltuk.
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n
9. Igazoljuk, hogy lim ——=0C.
gazoyuk, hogy ms+1

n—rec
Megoldas :
t e>0-hoz keressiink jo N-et. A

n
T3+l

mB+1
egyenldtlenséget kellene megoldanunk n-re, ami elég nehézkes munka volna.

<&

(31)

n
E helyett csindljuk a kdvetkez6t: az ] szamot noveljiik 4gy, hogy lehe-

n+
t6leg egyszer( kifejezést kapjunk. Ha a novelt értéktdl koveteljikk meg, hogy
e-nal kisebb legyen, akkor nyilvan az eredeti is kisebb lesz, mint &, vagyis:

32) n 1 s1
—_———=-<e.
m+1l 2 n

1

A (32) és igy a (31) egyenlGtlenség is teljesiil, ha n>—, ezzel az allitst iga-
&

zoltuk.

A 9. feladat megolddsit a kovetkezd Otlettel is elvégezhettiik volna:
mivel fenndll a

33 0 n 1
L —— -
mB+1 n
egyenlbtlenség és az egyenlStlenség két ,,szélén” 4llo6 sorozat 0-hoz tart,
ezért a kozépen 4llo sorozat hatarértéke is 0. Mutassuk meg, hogy ez az
o6tlet valoban hasznalhato, vagyis igaz a kovetkezd allitas:

10. Tegyiik fel, hogy minden n€ T-re:
a,=b=c,
€s lim @,=lim ¢,=a. Mutassuk meg, hogy ekkor lim b,=a is fenndll. (Ez
n—roo n—tco n~*co

az allitds az Un. ,,rendérszabadly”. Az elnevezést az indokolja, hogy ha a, és

LKl

¢, két ,,rend6r” és b, a ,letartoztatott”, akkor b, is kénytelen ,,0da tartani”,

ahova a két ,,rendor” tart.)

Igazoljuk tovébbd, hogy ha a,=b, minden n-re, akkor lim g,=lim &, is

n—+w n—roo

fenndll, ha a hatdrértékek léteznek.
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Megoldds :

Legyen adott e>0 és mutassuk meg, hogy ehhez van megfeleld N kii-
szobindex a b, sorozatra.

A feltételekbdl kovetkezik, hogy az a-nak adott € sugari kOrnyezetében
egy alkalmas N-t6l kezdve az (a,) tagjai és egy alkalmas NV,-t6] kezdve a
(b,) tagjai is benne vannak. Ha N-nek az Ny és N, koziil a nagyobbikat va-
lasztjuk, akkor innen kezdve az g,-ek is meg a c,-ek is, de akkor a koztiik
levd b,-ek is az a szam & sugaru kornyezetében vannak és ezt kell igazolni.

A maésodik allitas igazolasara indirekt modon tegyiik fel, hogy az alli-
tassal ellentétben:

lim @,=a> lim b,=b.

n—*oco n=roco
a-b L, . X
Ekkor az —2-=£>0-hoz tartozo N, és N, indexeket keresve az a, és b,

soroza'tokra azt kapjuk, hogy ha n>max (V}, N,), akkor a, az a szim.
b, pedig a b sz4m & sugara kdrnyezetében van, tehat a,>b,, ami ellentmond
a feltevésnek.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy egy sorozatnak csak egy hatdrértéke lehet,
hiszen ha a,—a és a,—~b is igaz. akkor a,=a, miatt a=b és b=a is fennall,
ebbdl pedig a=b kdvetkezik.

Egy adott sorozatnak egy részsorozatdt kapjuk, ha az eredeti

sorozatbodl elhagyunk tagokat tigy, hogy még mindig egy sorozat
: 1 Ak vk 1
maradjon. Az P sorozat példaul részsorozata az - ) soro-

zatnak.

11. Tegyiik fel, hogy az (a,) sorozat konvergens, lim a,=a és az (a,,)

n—+oco
sorozat részsorozata az (a,)-nek. Igazoljuk, hogy ekkor (am‘) is konvergens
sorozat €és lim a,=a

koo

Megoldds:

A hatarérték definicidja szerint az a szdm tetszleges kdrnyezetén kiviil
az (a,) sorozatnak csak véges sok tagja van. Nyilvdn ugyanez igaz az (ank)
sorozatra is, hiszen ennek tagjai az eredeti sorozatnak is tagjai.

Vizsgaljuk meg most kozelebbrSl a g) és k) sorozatokat.
Ezekre az a jellemz6, hogy tagjaik akdrmilyen nagy szamnal is
nagyobbak lesznek, ha elég messze megyiink a sorozatban.

Az ilyen sorozatokrdl azt mondjuk, hogy + «-hez tartanak, a
tagabb értelemben vett hatdrértékiitk + oo,

Az (a,) sorozatroél akkor mondjuk, hogy + -=-hez tart, ha tet-
szoleges P valds szamhoz van olyan N index, hogy ha n> N, akkor
a,>P.

12. Igazoljuk, hogy a g) €s k) sorozatok + e-hez tartanak.

Megoldds :
Elég megmutatni, hogy P>0-hoz van megfeleld N kiiszobindex, hiszen
ha P=0, akkor N=1 mar jo. A
P n
- J—
108

egyenlGtlenség teljesiil, ha 108P<n, igy N-nek jo a 108P utdn kovetkez6 els6
egész szam.

A k) sorozat a g) részsorozata, hiszen Gigy szdrmaztathatd, hogy g)-bél
csak azokat a tagokat hagyjuk meg, amelyek szamlaloja n2- 108 alaku.
Elég tehat azt igazolni, hogy egy -+ «-hez tartd sorozat részsorozata is
+ e-hez tart. Ezt a 11. gyakorl6 feladathoz hasonloan lehet megmutatni.

Egy (a,) sorozatrdl azt mondjuk, hogy — ==-hez tart, lim a,=

n=+ oo

= — oo, ha minden P valds szdmhoz van olyan N index, hogy ha
n>N, akkor a,<P.

Példdul az a,=—n? képlettel definialt sorozat — -hez tart, mert a
—n?=—n<P

egyenlGtlenség teljesiil, hacsak n>—P fennall.

Feladatok
13. Igazoljuk, hogy lim w1
- 1BAZOYUN, NOBY M S i T 2

Allapitsuk meg a kdvetkezd sorozatokrdl, hogy konvergen-
sek-e és ha igen, mi a hatarértékiik:

14. a,,=l/n+ 1— V;

3 Hatdrértékszamitas 33



1

+3-5-...-Q2r—-1)
2:4-6-...°2n

s 1\*”
16. a,= (1—;15‘) .

17. a) Bizonyitsuk be, hogy ha lim a,=a és c tetsz8leges

15. a,= (1. a 10. feladatot).

n= e

valds szam, akkor lim c-a,=ca.

n—o

b) Igazoljuk, hogy ha lim a,=a és c tetszSleges valos szam,

n=occ

akkor lim (¢+a,)=c+a.

n—=roco

18. Igazoljuk, hogy az a,= Va sorozat, ahol a>1 konvergens,
és szamitsuk ki a hatarértékét (1. a 8. feladatot).

19. Igazoljuk, hogy az
1 1
a,=l4z+...+=
2 n

sorozat -+ oo-hez tart (alkalmazzuk a 7. feladat eredményét!).

20. A Bernoulli-féle egyenlGtlenség felhaszndlasaval igazoljuk,
hogy ha g=>1, akkor lim g"= 4 <.

21. Az el6z8 feladat eredményének felhasznalasaval igazoljuk,
hogy lim ¢"=0, ha |g|<1.
22. Egy sorozatot a kovetkez8 rekurziv definiciéval adunk
meg.
a;=0, a,=1 ¢és

— an+an+1
Api2= 2 -

Adjuk meg képlettel a,-et és hatdrozzuk meg lim a, értékét.

n—>co

_ 23, Legyen |q|<1 és hatdrozzuk meg a
lim (14+q+...4¢g"

n=*e

hatarértéket.
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24, Igazoljuk, hogy ha az (a,) és (b,) sorozatok konvergensek
és a hatarértékiik egy k6z0s a szam, ekkor a két sorozat ,,3ssze-
fésiilésébsl” keletkezd

ay, by, a5, by, ..., a, b, ...

sorozat is konvergens és hatarértéke ugyanaz az a szim.

25, Egy egységnyi oldali négyzetet 9 egybeviagd négyzetre
bontunk, ezek koziil a kozéps6t beszinezziik. A masodik 16pés-
ben a megmaradd nyolc kis négyzet mindegyikét 9 egybevagd
négyzetre bontjuk, majd mindegyikben a kozépsSt ismét be-
szinezziik. Az eljarést igy folytatjuk. Mekkora lesz az n-edik
Iépés utan beszinezett részek teriiletének Osszege? Jeloljiik s,-nel
az n-edik 1épés utdn fehéren maradoé rész teriiletét. Hatdrozzuk
meg lim s, értékét. (A 9. dbran az eljarés elsS két 1épését szem-

n=* oo

1éltettiik.)

B AR SN

:H | H: 9. sbra

26. Egység sugari korbe szabdlyos nyolcszoget irunk. Ki-
vélasztjuk a nyolcszdg egyik csucsat; ebbdl a szomszédos csics-
ba huizott sugarra merdlegest allitunk. A merGleges talppontja-
bél ismét merSlegest 4llitunk a kdvetkez8 csucsba huzott sugérra.
Az eljardst igy folytatjuk, mindig azonos irdnyban haladva.
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Hatarozzuk meg az n-edik és n+ l-edik lépésben kapott talp-
pontokat sszek6t8 szakaszok hosszat! Jelolje s, az els6 n 1épés-
ben kapott szakaszok hosszdnak Osszegét. Szamitsuk ki lim s,

n—+co

Setékét! (A 10. abran az eljaras elsS 10 1€pését szemléltetjiik.)

10. ébra

4. Miiveletek konvergens sorozatokkal;
monoton sorozatok

KézenfekvS gondolat megvizsgélni azt a kérdést, hogy szabad-e
konvergens sorozat tagjaival miiveleteket végezni, azaz igaz-e
az,hogy ha konvergens sorozatok tagjaival miiveleteket végziink,
akkor ezek a miiveletek ,,6rokl8dnek” a hatdrértékre is. A kér-
désre igenl§ vélaszt adhatunk.

Igazoljuk ezt gyakorldsképpen az dsszeadas miveletére.

Gyakorl6 feladat
13. Igazoljuk, hogy ha lim a,=a és lim b,=b, akkor lim (a,+b,)=

e oo nroo
=a+b. =

36

Megoldas :

Azt kell megmutatnunk, hogy tetsz6leges ¢ >0-hoz van olyan N, hogy
ha n=>N, akkor

(34 |(a,+b)—=(a+b)|<e.
A (34) egyenlGtlenség bal oldalat igy becsiilhetjiik feliilrdl:
(35) |(a,+b)—(a+b)| =la,—al + |b—b|.

Mivel a,~a és b,—~a, azadott e-hozvan olyan N, ill. N, kiiszobindex, hogy
ha n>Nj, akkor

€
(36) la,,—aI<§,
és ha n>N,, akkor
€
37 1b,=bl<;.

Igy ha N-et az N, és N, koziil a nagyobbiknak valasztjuk, akkor 1n>N-re
(36) is és (37) is teljesiil, de akkor (35), (36) és (37) alapjan a (34) egyenlt-
lenség is igaz.

Hasonl6 6tletekkel lehet igazolni a megfeleld allitdst a tobbi miveletre is.

A sorozatoknak egy fontos osztdlyat alkotjak az in. monoton
sorozatok. Egy (a,) sorozatrdl akkor mondjuk, hogy monoton
nové (fogys), ha minden n€ T-re fenndll, hogy a,=a,,, (a,=
=a,,,). Ha az egyenlGséget nem engedjiik meg, akkor szigorian
monoton sorozatrél beszéliink. Monoton sorozatok konvergen-
ciaviselkedését viszonylag egyszeriien el tudjuk majd donteni,
ehhez azonban még egy segédeszkozre lesz sziikség.

Legyen HC V (olv.: ,,H részhalmaza V-nek”, azaz a H elemei
V-nek is elemei) és H nem iires halmaz.A H-rél akkor mondjuk,
hogy feliilrél korldtos szdimhalmaz, ha van olyan f szadm, hogy
H minden x elemére x=f. Hasonléan egy HCV nem iires hal-
mazro] akkor mondjuk, hogy alulrdl korldtos szamhalmaz, ha
van olyan a szam, hogy H minden x elemére x=a. Egy szdm-
halmazrdl akkor mondjuk, hogy korldtos, ha alulrdl meg feliil-
6l is korlatos. Példdul az N halmaz (a természetes szamok hal-
maza), ami része a V-nek (N V) alulrdl korlatos, pl. alsé kor-

37



latja az 1, de feliilr81 nem korlatos. Az % alaku szdmok halmaza,
ahol n € T alulrdl is meg feliilr6l is korl4tos, mert felsS korldtnak

j6 példaul az 1, alsé korlatnak pedig a 0. Az 1 alaku szdmok
halmaza tehat korlétos halmaz. "

Egy feliilr6] korldtos halmaznak nyilvdn végtelen sok fels§
korlatja van, hiszen ha egy f'szdm j6 fels8 korlatnak, akkor min-
den, f~nél nagyobb szam is j6 felsS korlatnak. Egy adott, feliilrél
korldtos szdmhalmaz felsé korldtai kozétt mindig van legkisebb;
ez jellemz§ tulajdonsdga a valds szdmok részhalmazainak.

Gyakorlé feladat

14. Tegyiik fel, hogy HCV, H nem iires és feliilrl korlatos. Mutassuk
meg, hogy van olyan / szam, ami a H halmaznak fels6 korlatja és a H bar-
mely fels6 korlatja nagyobb vagy egyenld, mint /i. Ezt a & szamot a H hal-
maz felsé hatdrdnak nevezziik, jele: sup H (olv. szuprémum H).

Megoldds :

A bizonyitashoz a Cantor-axiémat hasznaljuk fel. Legyen a, olyan szam,
ami H-nak nem felsé korlatja (ilyen van, mert ha x€ H, akkor barmely a<x
szam jO) és b, egy felsd korlatja H-nak (ilyen is van, mert feltettiik, hogy H

+b
feliilrl korlatos). Felezziik meg az [ay, by] intervallumot. Az f—l?—l- felezo-

H a,+b,
2
——00-0-00—00—9¢ ¥ % >
Q=Q; bz b,

11. 4dbra

pontrol vizsgljuk meg, hogy fels6 korlatja-e H-nak vagy nem. Ha a felezs-

. a;+b
pont fels6é korlatja H-nak, akkor legyen ay=ay és by= Ll , ha nem,

a;+b
akkor legyen g, =—1——1

» by=b ésaza,, b,] intervallummal folytassuk az

eljarast (11. 4bra).

Ha mér megtalaltuk az [a,, b, intervallumot, akkor vizsgdljuk meg az
g’l-—l_—h'- felezGpontot. Ha ez felsd korlatja H-nak, akkor legyen a,, =a, és
2

a,+b, a,+b,

n

, ha nem, akkor legyena, ;= és b, | =b, Azeljarast

1=

ezutin az [a, 4.1, b,1q] intervallummal folytatjuk.

gy minden # természetes szimhoz ;ek'urziv deﬁgicic’)val hozz'érenge!tum\
egy [a,, b,] intervallumot és ezek nyilvan ,,egymasba skatulydzott” inter-
vallumsorozatot alkotnak. A Cantor-axiéma szerint ekkor van kdzds pont-
juk: h. Tegyiik fel, hogy h-n kiviil van e_gy‘maSlk, mondjuk h;<#h kdzbs
pont is. Ekkor nyilvin minden n-re teljesiilnie kell a

(38) b,—a,>h—h=0

h—h,
a, A b,
O & % % }
\h‘-h/
b,—a, 12. dbra

egyenl3tlenségnek (12. dbra). A b, —a, kiilonbség viszont, ami az [a,, b,]
intervallum hossza, igy irhato fel:

b —a
bn —a,= —2—":‘ ’
hiszen az[a,, b,] intervallumot az [a;, b]-bSl n—1-szeri egymast kovets feie-
on-1

n-1 .
zéssel kapjuk. Az <l) =—1— sorozat 0-hoz tart (1. a 20. feladatot) és
2

! .0 is fennall. Ez azt jelenti, hogy b,—a, akir milyen kis pozitiv

. by—a
igy —

on-1
szamndl, igy h— h;-nél is kisebb lesz, ha n elég nagy, ez pedig ellentmond
(38)-nak. Igy & az egyetlen olyan szidm, ami mindegyik [a,, b,] intervallum-
ban benne van. Megmutatjuk, hogy:

h=sup H.

El5szor azt lassuk be, hogy A felsé korldtja a H-nak. Ha ez nem'ige’l.z.
akkor van olyan x€H, hogy x>h. Az [a,, b)] intervallumok definicidja
miatt viszont a,=h minden n-re és b,=x, igy azt kaptuk, hogy
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b—a,=x—h=0

minden sn-re. Ez ellentmond annak, hogy b, —a,—0; /i tehat felsé korldta
H-nak. Teljesen hasonléan lehet megmutatm, hogy ha legklsebb a fels
korlatok koziil, tehat valéban H felsé hatara (csak azt kell észrevenni, hogy
ha f egy fels6 korla’uja H-nak, akkor f>a, minden s-re).

Jeloljiik az (a,) sorozat elemeibdl 4116 szdmhalmazt {a,}-nel.
Példaul az a,=2 definiciéval megadott sorozat elemeibdl 4116
szdmhalmaz a {2} egyelemli halmaz. Haaz {a,} szdmhalmaz
Seliilré! korldtos, akkor azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat feliilré!
korlatos.

15. Igazoljuk, hogy ha (a,) monoton névé és feliilrél korlatos sorozat.
akkor konvergens és

lim a,=sup{a,}.

n—ree

Megoldas :

Jeloljiik sup {a,)-et a-val. Azt kell megmutatnunk, hogy az a szdm tet-
sz6leges komyezeten kiviil az (a,) sorozatnak csak véges sok eleme van.
Adjunk meg egy tetszbleges e>0-t. Azaszam e sugaru kOrnyezete az (a— ¢,
a+¢) intervallum. Mivel a—¢<a, az a— & nem fels6é korlatja az {a,} hal-
maznak, tehdt van olyan N index, hogy a—e<ay. Az (a,) sorozat azonban
monoton novd, igy minden n>N-re a,=ay, tehat az

(39) a—-e=<a,

egvenlStlenség méginkdbb igaz. Masrészt a,=a minden n-re fenndll, mert
a fels6 korlatja az {a,} halmaznak, tehat

(40) a,<a+e

is fenndll minden n-re, vagyis az n>N-ekre is. A (39) és (40) egyenlotlense-
gek azt mutatjak, hogy n>N-re az (a,) sorozat tagjai mind az a & sugaru
kornyezetében vannak, tehit a hatarérték valoban a.

A felsd hatér definiciéjdhoz hasonldan vezethetjiik be egy alul-
161 korlatos halmaz als6 hataranak fogalmat: ha H egy alulrdl
korlatos halmaz, akkor als6 korlatai koziil a legnagyobbat H
alsé hatdrdnak nevezziik és inf H-nak (olv.: infimum H) nevez-
ziik. A fels6 hatdr 1étezésére vonatkoz6 eredményiinkb8l mar
kovetkezik az alsé hatér létezése is.

40

A monoton n&vd, feliilrdl korlatos sorozat konvergencidjahoz
hasonldan igazolhaté az is, hogy minden monoton fogyd, alulrél
korldtos sorozat konvergens és haidrériéke a sorozat elemeibdl
dllé szamhalmaz alsé hatdra.

Gyakorlé feladatok

1 n
16. Igazoljuk, hogy az (1 + —) sorozat konvergens.
n

Megoldds :

1 n
A 2. feladat allitdsa éppen azt mondja ki, hogy az [ 1+~ ] sorozat mono-
n

ton novd. A 4. feladat eredménye szerint viszont a sorozat feliilrél korlatos
is, felsé korldwnak jé példaul a 3. Ekkor viszont a 15. gyakorl6 feladatban
bizonyitott tétel szerint a sorozat konvergens. A sorozat hatarértékét e-vel
Jeloljiik, tehat az e szam definicidja:

Y
e=lim (1+— :
n~*oo ’l

Az e-r6l igazolni lehet, hogy irraciondlis szam, s6t transzcendens is (vagyis
nem gyoke egyetlen egész egyiitthatos egyenletnek sem). Az e értéke tiz
tizedesjegy pontossagig:

e=2,7182818285.
17. lgazoljuk, hogy az ¥ n sorozat konvergens és hatarértéke 1.

Megoldds :
A sorozat els6 S tagja a kovetkezd:
— 3. 4 __ 5_
1 V2, V3, V4=V2, V5.
Az 5. feladat eredménye alapjan a sorozat a harmadik tagtol kezdve mo-
noton fogyd. A sorozat konvergens vagy nem konvergens jellegét nyilvan
nem befolvasol)a lényegesen az elsd két tag; ezeket el is hagyhatjuk Alta-
ldban is kénnyi végiggondolni, hogy egy sorozat konvergencidja és hatar-
értéke nem valtozik, ha véges sok tagjat elhagyjuk vagy megvéltoztatjuk.

" - .
Az Vn=>1 egvenlétlenség a sorozat masodik tagiato] kezdve nyilvan igaz.
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A sorozat tehat monoton fogyd és alulrdl korlatos, vagyis konvergens.
n__

A sorozat hatdrértékét jeloljiik a-val: ¥ n—a. Az a szamrol azt mar tudjuk,

hogy a=1. Haszn4ljuk fel azt a tényt, hogy egy konvergens sorozat minden

részsorozata is konvergens és ugyanaz a hatarértéke, mint az eredeti soro-

n
zatnak. Vizsgéljuk a péros indexi részsorozatot, azaz a V2n sorozatot
2n___ 2n__ Vn _
41 Van=y2-V Vn.
A (41) egyenl6ség bal oldaldn 4ll6 sorozatra az elébbiek miatt igaz, hogy:

2"—-
lim V2n=a.

n—=>oco

n__ 2n__
A jobb oldalon lim ¥2=1 (l. 17. feladat) miatt a Y2 sorozat is 1-hez tart.

n= oo

n__ n — —_
Az Vn—a és a=1 6sszefiiggésekbsl kovetkezik, hogy VV;:-Va, tehat
a (41) egyenlBség két oldalanak hatdrértékét nézve az

a=Va

egyenl6séghez jutunk, innen vagy a=1 vagy a=0 kovetkezik. Mivel a=1,
az a=0 eset nem lehet igaz, igy azt kaptuk, hogy:

n—
lim Vn=1.

e
18. Igazoljuk, hogy az
a,=V2,
4y41=V2+a,
rekurziv definiciéval megadott sorozat konvergens.
Megoldds :
frjuk fel a sorozat els6 néhdny tagjat:
V3 V2irs Vobairs VasVoihaira

Ezeket vizsgalva az a sejtésiink alakul ki, hogy a sorozat monoton né. [ga-
zoljuk ezt teljes indukcidval:

42

4 =ay
mert
af=2<2+ V2=a22.

Tegyiik fel, hogy a,<a, ., fennall. Ekkor az egyenlStlenséggel valo szamo-
las szabdlyai szerint

a+2<a, 1 +2, a,=Va,+2<Va, . +2=a,,.,
is igaz és éppen ezt kellett megmutatni.
Igazoljuk még, hogy a sorozat feliilr6l korlatos. a;<2 nyilvan igaz. Te-

gyiik fel, hogy a,<2, ekkor a,, ;=V2+a,<V2+2=V4=2, tehit a 2 felsé
korlatja a sorozatnak. Most mar csak a hatarértéket kell kiszdmitani. Eh-
hez irjuk fel a definiald egyenletet:

42 a,,=V2+a,

n
A (42) egyenléség mindkét oldalanak vegyiik a hatarértékét. Ha g,—aq,
akkor nyilvan a,; —>a igy (42)-bdl azt kapjuk, hogy az a hatarérték az
a= V2+a

egyenlet gyoke. Ez a gyok: a=2 (az a= —1 nem j6 gvok!), tehat a sorozat
hatarértéke 2.

Feladatok
27, Igazoljuk, hogy ha lim ga,=a és lim b,=b, akkor

n— oo n—=r oo
lim a,b,=ab.

n—oco

28. Bizonyitsuk be, hogy ha ilim a,=a, a0, akkor van olyan

n-—*=

N, hogy minden n> N-re a,=0.
29, Tegyiik fel, hogy lim a,=a ésa>=0. Ekkor azel8z8 feladat

n—*ece

szerint az

! ) sorozatnak legfeljebb véges sok tagja nincs ér-

n

telmezve, ezeket hagyjuk el és jeloljiik igy a megmaradt sorozatot
is. Mutassuk meg, hogy ekkor lim L=§ . Helyettesithet8-e az

n=>oco n

a=0 feltétel azzal, hogy a,>0 minden n € T-re?

43



30. Igazoljuk, hogy ha lim a,=a, a,=0, akkor lim Va,=Va.

n— oo n=reo

n+1
31, Igazoljuk, hogy az <1+%> sorozat monoton fogyd és

. 1 n+1
Iim {1+~ =e.
n—=rc n

32, Hatarozzuk meg a kGvetkez8 sorozatok hatarértékét:

1 n
a) <1—;> 5

2 n
b) (l—i—;) ;
c) <

k\" " .

d) <1+7) , ahol k tetsz8leges egész;
e) <1+L) n, ahol k tetszGleges egész (k=0);

, ahol r racionalis szam.

5 Q+-

=
=

33. Legyenek ay, a, ..., a, nemnegativ valds szdmok. Bizo-

n
nyitsuk be, hogy az / ai+ ...+ag sorozat konvergens és adjuk
meg a sorozat hatdrértékét.

34, Szamitsuk ki a kovetkez§ sorozatok hatarértékét:

n3 ’
B+2B+... 40
p) TEEEET

124324 524...+(2n—1)*
n3 ’

c)

d) Y (Vk+2-2Vk+1+Vk);

k=1

1 1 1 1
T2 23734 T

" 2k+1
N X ewr

e)

35.a) Igazoljuk teljes indukcidval, hogy tetszGleges, rogzitett
ke T és minden n€ T-re fennéll a kdvetkezd egyenlStlenség:

1
k+1 kg ok 3k k
k-l-ln <1k42k43 +...+n<k+1

b) Szadmitsuk ki a 34. a) és b) feladatok &ltaldnositdsaként
ad6do

142k . 4-nk
nk+1

(n+1)F+L

sorozat hatarértékét, ahol k tetszSleges, rogzitett természetes
szam.

36. Igazoljuk, hogy minden rogzitett k természetes szdmra
igaz az

1 1 1 _
AR TARER =
egyenlGtlenség.

37. Igazoljuk az el6z3 és a 12. feladat felhasznaldsaval, hogy

i (101 1\
"l_’nl +‘1—'++}F =e.

38. Az el8z8 feladat felhasznélasaval igazoljuk, hogy az e szZdm
irracionalis. (Indirekt uton bizonyitsuk!)



39. A kovetkezd sorozatokrél mutassuk meg, hogy konver-
gensek és hatdrértékiik 0 (a>1 valos szam, k rogzitett, termé-
szetes szam):

a’l
a) H s
nk
b) ;,;;
nk
C) n_! >
n!
d) o

40. Legyen a=0 rogzitett valés szam. Definidljuk az (a,) soro-
zatot a k6vetkezd rekurzidval :

a,>0 tetsz8leges valos szdm,

1 a
a,,+1=-2- a,,+a— .

Igazoljuk, hogy:
a) a,=Va, ha n=2;

b) a,=a ha n=2;

n-1s

¢) lima,=Va;

n— o

- (an— V(-l)2
d) a,,_H—Va: 2;_ 3
- (an+ Va)Z .
a,,+l+Va=—-—§a— 5

n

e) a d) feladat eredményének felhasznalaséval adjunk becslést
az a,—Va eltérésre;

f) ha a=5és a;=3, akkor az (a,) sorozat hdnyadik tagtdl
kezdve fogja a J/5-6t 10~10-nél kisebb hibdval megkdzeliteni?

46

41. Legyen a=>0 rogzitett valds szdm. Definidljuk az (a,) so-
rozatot a kovetkezS rekurzidval:

a,>0 tetszGleges valos szam,

1
a,,+,=§(2a,,+%>.

n

Igazoljuk, hogy:

a) a,,é]s/z, ha »n=2;

b) a,=za,.,, ha n=2;

c) lim a”=i’£;
n- e

d) keressiink becslést a, és 3}/ a eltérésére!

42, Legyen a=0 tetszGleges valos szdm. Vizsgaljuk meg az
a=Ya,
a4y =Vata,

rekurziv definiciéval megadott sorozat konvergenciaviselkedését
és ha konvergens, keressiik meg a hatarértékét.

43, Legyen a=0 és dontsiik el az
al = V—a—’

an+l =ya-a,
sorozatrol, hogy konvergens-e. Ha igen, mi a hatdrértéke?

44, Igazoljuk, hogy a kovetkez8 rekurziv definiciéval meg-
adott sorozatok konvergensek és szamitsuk ki hatdrértékiiket:

a) a= a _1+a§ ;
1722 TnrlTa T
a
b 0 tetszGleges, =",
) =0 tetsableges,  a,=57n-

47



45, Legyeneck O<b<a tetsz8leges rogzitett valés szidmok.
A kovetkez8 rekurziv definiciéval egyszerre adunk meg két soro-
zatot:

Igazoljuk, hogy

a) a, monoton fogyd, b, monoton névs;

b) az’a, és b, szamok mértani kézepe minden n-re ugyanaz;
a,—b,

5

¢) 0<a,41—b,y 1<

d) lim a,=lim b,=V g5

n— oo n—oo

46, Legyenek 0<b<a rogzitett valds szamok. Legyen:

a;=a,
bl=b,

a,+b,
Api1= 2 ’

bn+1:l/m

Igazoljuk, hogy (a,)is és (b,) is konvergens sorozatok és lim a,,
= lim b,. ne

n—*eo

47. Jelolje k,, ill. K, az egység sugarii korbe, ill. egység suga-
ra kor koré 1rt szabélyos 2n+1.520g keriiletét. Igy példdul

/\,—4]/2 és K,=8. Igazoljuk, hogy

48

a) K, ak,és K, harmonikus kdzepe, k,, ; a k,és K, ; mér-
tani kozepe;

b) K, monoton fogy6, alulrél korlatos, k, monoton nové,
feliilr8l korlatos sorozat;

¢) lim k,= lim K,.

n—*eco n—+oo

48. Igazoljuk hogy az

Flx)= 1+ xz"
sorozatnak minden rogzitett x-re van véges hatarértéke. Vazol-
juk fel az fi(x), fo(x) és lim f,(x)=f(x) fiigevény képét.
49, Igazoljuk, hogy az
— x—ﬂ
O

sorozatnak minden xs0-ra van véges hatarértéke. Abrazoljuk
az f(x)= lim f,(x) fiiggvéayt.

n—+oo

50. Mutassuk meg, hogy az

f..(x)=‘/1 +x"4 (?)n

sorozatnak x=0 esetén van véges hatarértéke. Abrézoljuk az
f(x)= lim f,(x) fiiggvényt.

n— oo

%51, Igazoljuk, hogy minden sorozatnak van monoton rész-
sorozata.

%52, Bizonyitsuk be, hogy minden korlatos sorozatnak van
konvergens részsorozata.

%53, Bizonyitsuk be az tin. Cauchy-féle konvergenciakritériu-
mot: egy (a,) sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha min-
den e>0 szdmhoz van olyan N index, hogy minden #n, k= N-re
la,— ] <e.

4 Hatérértékszamitas 49



* 54, Igazoljuk, hogy egy monoton névé sorozat vagy kon-
vergens vagy -+ oo-hez tart. Fogalmazzuk meg és igazoljuk a
megfelelS allitdst monoton fogyd sorozatra is.

%55, Az (a,) és (b,) sorozatok divergensek. Lehet-e konver-
gens az (a,+b,), ill. az (a,b,) sorozat?

%56. Az (a,) sorozat konvergens, a (b,) sorozat divergens.
Mit allithatunk az (a,+b,), ill. (a,b,) sorozatrdl?

57.Az (a,b,) sorozat konvergens és lim a,b,=0. Mit allit-

hatunk az (a,) és (b,) sorozatrél?

58.Az (a,) sorozat konvergens és lim a,=0, a (b,) sorozat

n—*ee

tetszGleges. Mit mondhatunk az (a,b,) sorozatrdl?

59. Igazoljuk, hogy ha lim |a,|= + o, akkor lim —1—=O.

1gaz-e az allitds megforditdsa?

% 60. Igazoljuk, hogy ha egy sorozat elemeibdl 4116 szdmhal-
maz nem korlatos feliilr 81, akkor van a sorozatnak + oo-hez tarto
részsorozata.

5. Példak a sorozat hatarértékének alkalmazasara

Az1. fejezet bevezet8jében mar emlitettilk azt a kapcsolatot, ami
a végtelen tizedes tirtek és a valds szamok kozt taldlhato. Most
ezt a kérdést részletesebben megvizsgaljuk, azaz igazoljuk ezt az
allitast: minden valés szam elédllithatd végtelen tizedes tort alak-
ban.

Elég lesz csak a [0, 1] intervallumba tartozé valds szdmokat
vizsgalni, az 4ltalanos eset erre visszavezethetd.

ElBszér azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy egy
43) 0, aya,...a,... (0=a,=9 egész)

,,végtelen tizedes tort”-nek nevezett jelsorozat milyen értelemben
jelent valds szdmot. Nyilvan logikus megallapodas a (43) alaku
végtelen tizedes tortet a

50

44 a4 n_
(49 b=15F 101 T +107

sorozat hatarértékének tekinteni, amennyiben ez a sorozat kon-
vergens.
Igazoljuk tehat, hogy a (44) sorozat konvergens. A sorozat monoton

+1
n6vé, mert minden n-re b, | (=8, +-—2— o , ahol @, =0, tehat (;:H =0is

igaz. A (b,) korldtossaginak igazolasdhoz vizsgaljuk a
9 9
cn=m+ Ei+ cee +l—0"
sorozatot. Nyilvan minden n€ T-re igaz, hogy
45)  b,=c,.

A ¢, is monoton ndvé sorozat, ha tehat lim ¢,=c létezik, akkor c,=c,

n—*co

igy (45) miatt b, =c is igaz, tehét (5,) monoton névd, korlatos sorozat, azaz
konvergens.

Azt kell még igazolnunk, hogy (c,) konvergens sorozat. Végezziik el a
kovetkezo atalakitast:

i 91 1 1
= 10 +— ...—1———-——}0'1_l .

Itt a zarojelben 4116 sorozat a 22. feladat szerint konvergens és hatarértéke

A 60. feladat szerint az is igaz, hogy
lim b,=1,

n-—roco
masrészt lim b, nyilvin nemnegativ, tehat a (43) végtelen tizedes tort a defi-

iz ’ "_’w I .
I'lll?h e]rte]emben valoban egy, a [0, 1] intervallumhoz tartozo valds szamct
allit elG.



Igazolhaté, hogy eredményiink megforditdsa is igaz, azaz
minden 0 és 1 kdzotti valdés szam elGallithatd végtelen tizedes
tort alakban.

Gyakorlo feladat

19. Legyen x£[0, 1] tetsz8leges valds szam. Igazoljuk, hogy x el6allit-
hat6 0, g, . . .a,. .. végtelen tizedes tort alakban, ahol 0<a,=9 egész szim,
ésaza, ek kozott vegtelen sok 9-t51 kulonbozo van.

Megoldds :

Osszuk fel a [0, 1] intervallumot az — szamokkal és keressiik

2
10°10° "7’ 10

R 1 . a a+1
ki azt az In hossztisdgt intervallumot, amelyre ﬁéx<

igaz, ahol

a,=0, 1, ..., 9 koziil pontosan az egyik igaz (mivel x<1, van ilyen a,);

a;, a;+1
ezutdn az [F’), —11-6—] intervallumot osszuk fel 10 egyenld részre az

q, 1 &, 2 a,? okkal és keressiik ki azt az —
TSy TRTTT gy e —-—szam és 1{ Ul 1 azt az —
10 102’ 10 102 > 10 102

a a,+1
hossziisigu intervallumot, amelyre ——+ sx<t+-2_— . Az eljarast
8 AT R T AT !
korlatlanul folytathatjuk, ily médon minden # természetes szimhoz hozz4-

rendeliink egy

a
b=— —= =
" 10+102 +10"

szamot, ahol 0=a,=9, egész és minden n< T-re:

1
46) b,=x<b,+— 5
A (b,) sorozat konvergencidja és a (46) egyenlStlenség miatt (b,) hatdr-

1
értéke x(—l—o—n—- > Azt kell még megmutatnunk, hogy az a, szimok kozott

végtelen sok 9-t6l kiilonbozd van.

52

Tegyiik fel, hogy az el6z6 konstrukcioval kapoit végtelen tizedes tort
ilyen alaku:

@n 0,a/ay...4,999 ...,

ahol a; az utolsd, 9-t6l kiilonbdz6 jegy (csupa 9-b6l nem dallhat a tizedes
tort, mert ez az el6z8k szerint az 1-et allitana el6 és x<1). Mutassuk meg,
hogy akkor rosszul alkalmaztuk az eljarédst és a (47) alakd végtelen tizedes
tort helyett az x el6allitdsa ilyen:

@48) x=0, aa,...a,000...,

ahol a,:=ak+1 és utdna csupa 0 kovetkezik (a, <9, ezért a;+1=9).

Feltételiink szerint x-et a (47) alaku végtelen tizedes tort allitja el6.
Ezx a kOvetkezd sorozat hatarértéke:

4 | “A
=, ..., b=—+.. ,
10 710 "ok
9 9
bk+’_b"+10k+l’ » biyn= b +10k+l 10k+n’
tovabba
1
=lim b, ,=1lim | b, + 1+. — ) |=
x o k+n "lw I: k 0k+|< +]On-l)]
9 1 _b 1
o —_‘z_— AT
10
=ﬂ+ =0, a,a a’, 00
10 .. lok 1925 - -0y 4y ceee

Tehat igaz a (48) egyenlBség is és a konstrukcid k-adik lépésében ezt kapjuk :
a a, +1 a a+2
—+...+ =X<—4 ... F—
10 10% 10 T

vagyis az el6z8 konstrukcié helyesen alkalmazva az x (48) alaka eldalli-
tasahoz vezet.

A 19. gyakorl6 feladat gondolatmenetébdl az is kideriil, hogy
ha csak olyan végtelen tizedes torteket engediink meg, amelyek-
ben végtelen sok kilencest6l kiilonb6z6 tizedesjegy van, akkor
minden val6s szdm tizedestort-elGéllitasa egyértelmi. Ha ezt a
feltételt nem kotjiik ki, akkor a véges tizedes tortekkel elG4llit-
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hat6 valds szamoknak lesz egy olyan tizedes tort alakja is, ahol
egy helytl kezdve csupa kilences szdmjegy szerepel, pl.
0,1400...=0,13999....

A kovetkez8kben megvizsgdljuk a raciondlis szdmok végtelen
tizedes tortekkel valo elSallitasat. Szintén az I. fejezet bevezetd-
jeben utaltunk arra, hogy a raciondlis szdmok és csak ezek allit-
hatok el6 szakaszos végtelen tizedes tortekkel.

A racionalis szam végtelen szakaszos tizedes tortté alakité-

sdnak egyik mddja, hogy a p: q kijelolt osztas elvégzését a szo-
kdsos modon korldtlanul folytatjuk. A kovetkez8kben egy mésik
eljarast fogunk ismertetni.

Gyakorlo feladatok

20. Igazoljuk, hogy a 0,771212. .. szakaszos végtelen tizedes tort racio-
nalis szamot allit el6.
Megoldas :

A 0,771212. .. tizedes tort alakban adott valés szam a kovetkezd hatar-
értékkel egyezik meg:

77 12 12 12
o \ oot 1ot or e T T 104~102"-2>=
LN L, <1+_1-+...+——1~)=
100 ' 104, 102 o2t
o121 71

=t ——= e —_— |
100 10 1 100 9900
102

Ezzel az 4llitast igazoltuk.

21. Igazoljuk, hogy az x=0, aa,...aqbb,...bb,...b,... szakaszos
végtelen tizedes tort alakban adott valds szam racionalis.

Megoldads :
Az allitas bizonyitasat a 20. gyakorld feladatban alkalmazott modszerrel

végezhetjiik. Az x valds szamot egy sorozat hatarértékeként 4llithatjuk els,
errdl a hatarértékrdl kell megmutatni, hogy raciondlis szam.

54

. aa,...q.  bb,...b bib;...b; \
x=llm( ]ok + ]0k+l ++W ’

R—oo

ahol aja,...a,, ill. byb,. . .b; olyan tizes szimrendszerben felirt szimokat

jeldlnek, amelyeknek a jegyei sorra ay, ..., g, ill. b,,'. .., b;. Alkalmazzuk
a 20. gyakorlo feladat megoldasaban bevélt szdmolasi ,,fogasokat”:

e by...b 1 1
_am o biba by ot l)=
10% 10k+! P 10! (101)71_

X

_A%. - byby... by 1
10% 10k +! 1
|
10

_4% Y bib,...b,
10% 105107 1)

ami nyilvan raciondlis szam.
22. Allitsuk el a I raciondlis szimot végtelen tizedes tort alakban.

Megoldds :

A 19. gyakorlé feladatban leirt modszer itt is alkalm.:azhaté,“cbb.(Sl azon-
ban nehezen tudnink kovetkeztetni a kapott végtelen tizedes tort jellegére
Ehelyett egy masik, gyorsabb eljarast adunk meg.

Bévitsiik az adott tortet Ggy, hogy a nevezs alkalmas A-ra 10%—1 alakd

2 s
legven. A m esetében nyilvan jo lesz, ha 9-cel bovitiink :

2 18 18
1 9 102-1°
Ezutan végezziik el a kovetkezd atalakitast:

2 18 1

1 102 L
102

e 1 1 -
Az ) kifejezés az 1 +—1—0—2+ ... +(10—le sorozat hatarértéke, tehat a

102
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konvergens sorozatokkal végezhetd miiveletek felhaszndlasaval

2 . 18+ 18 N . 18

—=lm|—+-—=+...+——},

. \102 aoe (1027
el

ami azt jelenti, hogy a T-i tort keresett végtelen tizedes 10rt alakja a kovetke-

kez6 szakaszos tizedes tort:
2
—=0,1818....
11

23. Igazoljuk, hogy ha g és 10 relativ primek, azaz legnagyobb ko6zés
osztojuk 1, (g, 10)=1, akker van olyan s szam, hogy gs=10k—1=99...9
(& db kilences szamjegybdl all a szam).

Megolds :

Irjuk fel a kovetkezd g db szamot:
9,99, 999, ..., 99...9,

ahol az utols6 szam g db 9-es szamjegyet tartalmaz. Két eset lehet: vagy a
felirt g darab szdm ko6zott van clyan, ami g-val oszthato, vagy nincs. Az els6
esetben igaz az allitds. A masodik esetben kell, hogy legyen a felirtak kozott
két olyan szam, ami g-val osztva azonos maradékot ad (g-val valo osztaskor
csak a0, 1, ..., g—1 szamok addédhatnak maradékként és a felirt ¢ darab
szam koOzOtt most nincs olyan, ami 0-t ad maradékul). E két szam kiilonb-
sége nyilvan oszthato g-val és

999...90...0=9...9-10...0

alaku. Mivel 10 és g relativ primek, g csak ugy lehet osztja a szorzatnak,
ha a 99...9 alaku ényezOnek osztdja; ezzel igazoltuk az allitast.

24. Igazoljuk, hogy ha 0<p<g, valamint ¢ és 10 relativ primek, akkor
4 felirhato tiszta szakaszos végtelen tizedes tort aiakban.
q .

Megoldds :

Az el6z6 feladatban igazoliuk, hogy az adott g-hoz van olyan s szam,
hogy g-s =10K—1. Bévitsiik ezzel az s-sel a tortet és végezziik el a kdvei-
kez6 atalakitést:

P_p's _ps 1
g 10k—1 10% 1

10%

1
szam az 1+—+

1
Az ok +(ﬁ)7-—1 sorozat hatarértéke, a‘g tort

ST

tehdt a kovetkezd alakban adhaté meg:
Ptim (B D
@ poe \10F (1052777 (109 )7
any nyilvan igazolja az allitast.
25. Bizonyitsuk be, hogy ha O<p<g, valamint (g, 10)>1, akkor a ?
q
racionalis szam vegyes szakaszos végtelen tizedes tortté alakithato.

Megoldds :

Valasszuk meg az / szamot ugy, hogy / primtényezdi kozt legfeljebb a 2
és 5 szerepeljen, g=1/-r teljesiiljon, tovabba r és 10 mar relativ primek legye-

nek. Ha r=1, akkor a 4 alkalmas bGvitéssel véges tizedes tortté alakithato.
q
Ha r>1, akkor legyen s olyan szam, hogy /-s =10 teljesiiljon és bdvitsiik

p . Ly . " . cox
a - 10rtet s-sel, majd végezziik el a kovetkez6 atalakitast:

ahol n nemnegativ egész szam és O<r<r, (1, r)=1.
7
Ebben az alakban - mdr a 24. gyakorlo feladatban megadott modszerrel
r
végtelen tiszta szakaszos tizedes tortté alakithato, ehhez n-et adva, majd az

1 .
1ok szammal szorozva, vegyes szakaszos tizedes tortet kapunk.

Gyakorlé feladat
1

1 1
26. lgazoljuk, hogy az 1, 1 +I , 1+m , 1+ » «+. SOrozat kon-
14—
. . e 1+1
vergens. Szamitsuk ki a hatarériékét is.
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Megoldds :

A sorozat képzési szabdlydt a kovetkezd rekurziv definicioval lehet sza-
batosan megadni:

a;=1,
1
a,,+l=l+a— .
n

Irjuk fel el6szor a sorozat elsé néhany tagjat két egész szam hanyado-
saként:

A kapott tdrtek azt sejtetik, hogy a fellépd nevezdk sorozatdra a kovetkez6
képzési szabdly is érvényes:

u =1,

uy=1,

un+2=un+un+ 1

Az u, sorozat elsé 7 tagja: 1,1, 2, 3, 5, 8, 13, igy az a, sorozat sejtett
képzési szabdlya :

(49) g =tntl
Up

Igazoljuk ezt az allitast teljes indukcidval. n=1-re igaz. Tegyiik fel, hogy

n-re igaz az allitds, azaz (49) fenndll. Az a, és az u, sorozat képzési szabilya
szerint:

1
Gy =l+—=1+—=———=—"=
an Unyy Unyy Un gy
vagyis az allitast igazoltuk.

Az u, sorozat igen nevezetes sorozat, az un. Fibonacci-féle sorozat, ennek
nagyon sok alkalmazdsa van. Az altalunk vizsgalt a, sorozat tehit a Fibo-
nacci-sorozat két szomszédos tagjanak hanyadosa. .

Igazoljuk most az (a,) sorozatrél, hogy konvergens. Irjuk fel el6szor
kiilon-kiildn sorba az (a,) sorozat pdratlan, ill. paros indexii tagokbol allé
részsorozatat és vizsgaljuk ezeket monotonitds szempontjabol:

1 3 8 21

I<5< §<E<,,,<a2n_l<a2n+l<...
SOy A A A A 3 A

2 13 34

I>§>'§'>§’1'>'">a2n>a2/x+2>""
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[tt mar egy sejtést is felirhatunk: a paros index{i részsorozat monoton
fogyd, a paratlan index{ részsorozat monoton névé és minden paros in-
dex( tag nagyobb, mint barmely paratlan indexd. Igazoljuk ezt a sejtést
teljes indukcioval. n=1-re az allitds igaz, ezt (50)-bél tudjuk:

ay<a,, a;<ay, ay>a,.

Tegylik fel, hogy n-re igaz az allitds, azaz:

(B1) g 1<y 3y 1<t 1> B2y W42
[gazoljuk, hogy n+ 1-re is fennallnak a megfeleld
(52) G311 <@yt 2s B2t 1<on3+ Dont2™ o4

egyenlStlenségek. ElSszor (52)-bSl az elsé egyenlStlenséget igazoljuk (a,)

definici6jdnak felhaszndlasdval:
1

Dnt1

1
14+—=<I1+

Dn=Bp i 15

1
1+

>14—
Qn-1 DBn
Ap— 1=y

Az utolso egyenldtlenség az (51) indukcids feltevés szerint igaz és a 1épések
megfordithatok, igy (52)-bél az elsé egyenldtlenséget igazoltuk. (52) ma-
sodik egyenlGtlenségét hasonlé modon irjuk ki:

1 1
1+4—<I1+
Dy D2
A= a2n+ 2

ez viszont az (51) indukciods feltevés harmadik egyenlGtlensége szerint igaz.
Végiil (52) harmadik egyenlGtlensége :

1

I+ ——>1+

a2n+ 1 Dp+3

Dn+1=%n+3

ez pedig az (52) mar bizonyitott masodik egyenlStlensége.

Osszegezziik, hogy mi kovetkezik az eddig bizonyitottakbol! Az (a,)
sorozat (ay,_) részsorozata monoton ndvd és feliilrdl korlatos, mert pél-
daul a,=2 egy felsé korlatja, tehdt konvergens. Az (a,,) alakl részsorozat
monoton fogy6 és alulrdl korldtos, mert példaul a =1 egy also korlatja,
tehdt konvergens.
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Azt kell még igazolnunk, hogy a két részsorozatnak ugyanaz a hatar-
ériéke, mert ebbdl a 24. feladat eredménye alapjan kovetkezik, hogy az
(a,) sorozat is konvergens. .

Vizsgaljuk az a,, €s a.,_, kiilonbségét a Fibonacci-sorozattal valo kap-
csolat alapjan:

2
s ity Ua, oy Us, 3 — UA
141 2n  _"2n+1"2n—1 .
(53) Gy~ 1= - - °

Hon  Hu—y Uaplon—1y

Az (53)-ban szerepld utolso tort szamlalojat n=1, 2-re kiszamolva azt ta-
laljuk, hogy 1-gyel egyenld. Igazoljuk teljes indukcidval, hogy

(54w, qup_ —u3=(-1)

(ebbdl az allitas — n helyett 2n-et téve — mar kovetkezik). Az (54) egyen-
6ség n=1-re igaz, mert

Uzl —u§=1 - 2-12=1.

Tegyiik fel, hogy (54) igaz és igazoljuk, hogy n helyett n+1-re is igaz.
(54) bal oldalan adjunk is hozza és vonjunk is ki v,u, , ,-et:

”
(55)  upy gyt i = (e, ) =(=1)"

Az (55) egyenlbtlenségben kiemeléssel és az u, sorozat definicidjanak fel-
hasznalasaval kapjuk:

2
ipp1— un+2“n=(_ 17,

itt mindkét oldalt — 1-gvel szorozva az

2 —(_1y+t
Upyglly =ty =(=1)"+

egyenlOséget kapjuk és ezt kellett igazolni.
Eredményiink szerint az (53) egyenl6ség igy irhato:

1

(56) Ap = Ap—1=
Honton—1

U, >+ oo, igY Un 15, >+ o= €saz 59. feladat eredménye szerint -0.

Uontan—1
(56)-bol tehdt kovetkezik, hogy az (a,,) és (a,,—,) sorozatok kozos hatar-
ertekhez 1artoznak : jeldljiik ezt a-val.

€0

Mint lattuk, ekkor
lim a,=a
N—>oe

is fenndll. Mar csak a értékét kell meghataroznunk. A rekurzids definidld
egyenletbdl a-ra a kovetkezdegyenletet kapiuk :

1
a=14-.
a

1+¥5
Ebbdl, mivel tudjuk, hogy a>1 a= >

adodik [a 13.4bra szemlélteti az

(ay) sorozatot és a-t].

a= 2 }
: =1 o,:—,’é '":‘—,:.5_ ; =2
' 2 3
13. abra

Az el6z8 gyakorlo feladatban tulajdonképpen az
1
1
1
1+...

1+
1+
1+

végtelen lanctort értékét hatdroztuk meg.

A végtelen ldanctort ltaldnos fogalmat a kovetkez8 modon le-
het definidlni: legyen g, nemnegativ egész szdm és g, (n=>1-re)
pozitiv egész. Ekkor a

1

q:+
(57)

q2+ 1

ot

szimbolikus kifejezést végtelen ldnctortnek, a g, Ga, -y G - - -
szamokat pedig a lanctort jegyeinek nevezziik. Igazolni lehet,
hogy az
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un. véges lanctdrtekbdl 4ll6 sorozat mindig konvergens. Ennek
megfeleléen a lim a, valés szamot nevezziik az (57) alatti vég-

n— oo

telen lanctort értékének.

Az (a,) sorozat definici6jabol 1atszik, hogy minden tagja racio-
nalis szam. Allitsuk el6 a,-et két relativ prim egész szdm hédnya-
dosaként:

a,= it
P "0
A Q" torteket az (57) alaku végtelen lanctort kozelitS tortjeinek

nevezziik. A kozelits tortek sorozata — mint a kovetkez6kben
l4tni fogjuk — monotonitds szempontjébol altaldban is ,,ugy
viselkedik” mint a 26. gyakorld feladatban vizsgalt konkrét lanc-
tort kozelits tortjeibdl 4ll6 sorozat.

Gyakorlé feladatok
27. Igazoljuk teljes indukcidval a kovetkez6 Osszefiiggéseket:

a) Pa=Pii G2t Fus
b) Qu2=Qn+19p+21Cns
¢) PopyQpi—Fos 1Qp+2= (= D"

Megoldds :

Ellendrizziik, hogy a felirt Osszefiiggések n=1-re igazak-e. frjuk fel az
els6 harom kozelit6 tortet:

H_a
0, 1
P, 1 __q,q2+l

62

1 =(1102¢73+513+‘]]

_1_ gyq3+1

a3

Azt kell ellendrizniink még, hogy a kapott tértek szamlaléja és nevezdje

relativ prim. (g, 1)=1 nyilvan igaz. (g,9,+1, g)=(1, g5)=1, végiil
[91(g,93+ D+ a3, 333 +11=(g3, 9295+ 1) = (g3, 1)=1.

A ’kfapott t'drtek' tehdt valoban kozelitd tortek és az a), b), valamint c)
allitasok helyessége n=1-re egyszerii szimolassal ellen8rizhetd.

Tegyiik fel, hogy a), b) és c) igaz és igazoljuk, hogy a megfeleld Ossze-
fliggések n helyett n+ 1-et téve is igazak. Figyeljiik meg, hogy a P—" kozelitd
n

P
torttdl a 2!

kozelitd tort abban kiilonboézik, hogy az elsé tortben szerep-
n+1

16 g, helyébe itt mindeniitt g, + -et irunk.
qn+ 1
Az indukcibs feltevés szerint a lanctdrt (n+2)-edik kozelitd tortje igy
irhaté:
Pova _ Pur19s2tPn
Qut2  Lusr19n12+Cn

A’kézel’ité tortek szerkezetébdl nyilvanvalé, hogy a P, .y, P, ill. O, 4,
0, kifejezésekben nem szerepel g, 5, igy az el6z6 megjegyzés értelmében
az (n+ 3)-adik kozelits tortet (58)-bol igy éllithatjuk el :

(58

1
P 3 Pn+l(qn+2+q >+PN
(59) Q"+ = i .
+3 1
" Qn+l (l],,+2+——-> +Qn
94+3

Alakitsuk 4t az (59) tortet Ggy, hogy felhasznaljuk k6zben az indukcids
feltevést:

(60) Pots _Pri2@nt3tPus

Qn+3 Qn+2qn+3 +Pn+ 1

Mar csak azt kell igazolnunk, hogy a (60) jobb oldaldn a szaml4lo és a
nevezo relativ primek. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz és a (60) jobb oldalin
a szamlalonak és a nevez6nek van 1-nél nagyobb k6zos osztdja: d. Ekkor
d nyilvan osztdja volna a
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(61)  (PyyoGyt3t Pt 0Cnt2=Qns29n+3+Cns VFn42=

= n+|Qn+2— nt an+2

kifejezésnek is. Ez viszont az indukcios feltevés szerint (—1)" +lgvel egyenlé‘
tehat ellentmondasra jutottunk, ill. a (61) formula a c¢) azonossagot is
igazolja.

28. Igazoljuk, hogy az (57) alaki végtelen lénctt}rt pa’.rz}t!an indexd
kozelitd tortiei monoton ndvé, paros indexd kozelitd tdrtjei monoton
fogyd részsorozatot alkotnak és barmely pédros indexdl kdzelitd 0r1 na-
gyobb, mint birmely pératlan index( kozelits tort. Ezek felhasznalasavai
mutassuk meg, hogy a lanctdrt kdzelitd tortjei konvergens sorozatot alkot-
nak.

Megoldas :

El6szor az el6z6 feladatban igazolt a), b) és c) 6ssz.efi:1ggése~k nébéx}y
egyszerli kovetkezményét irjuk fel. Az a) és b) Osszefiiggésekbd! nyilvan
kovetkezik, hogy:

Pi<Py<...<P,<...

Q1<0p<...<Q,<....
A c¢) Osszefiiggés alapjan rovid szamolassal adodik még:
Poyr Py (=1)yr+!

62 “ .
©» Qn+1 Qn QnQn-l-!

[rjuk fel a feladat elsé részének aliitdsat:
P, ., P
Py Py Pt Do

0, 05 T Qe Qouyi
A A A A

és

P, P Py Py,
2 74 o 2

Q2 Q4 Qz,, Q2n+2

A két szomszédos paratlan indexd kozelitd tort kiilonbségét (62) kétszeri
alkalmazéasaval tudjuk megbecsiilni:

Pontt _Ponm1_Pontt_Pon, Poa_Pon-1_

Qo+t Q-1 Q41 Qv Q2n Con-1

-1 1

= + >0,
Q2041920 221201
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merta Q sorozat s_,zigork'ian' monoton nd. Hasonl6an becsiilhetjiik meg két
szomszédos paros indexi kozelitS tort kiilonbségét :

Pontar _Pon_Poitr Privr, Pty Py
OQumi2 2 Qumt2 Qonpt Qagt Qo

1 1

= - <0.
Q21422241 Q2014192

Egy paros és egy paratlan index szomszédos kozelitd tort kiilonbsége :

P P. 1
(63) 22zl ° ..
Qn Dop—1 22901

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy a paros index(i kozelitd tortek sorozata

. i . S P

monoton fogyd és alulrd! korlatos <eg_vjo also korlat pl.j), tehat kon-
1

vergens. A pératlan indexa kozelit6 tortek sorozata monoton nové és feliil-

P
6l korlatos <fels6 korlatnak jo pl. Q—2>, tehat konvergens. Ahhoz, hogy a
2

= sorozatrol igazoljuk hogy konvergens azt kell még bizonyitanunk, hog
‘n

ké{ részsorozat k.iil'c'm'bsége 0-hoz tart. A (63) Osszefiiggésbdl azonban ez
nyilvan kovetkezik, hiszen a Q,,0,, | sorozat + -hez, tehat a reciproka
0-hoz tart.

Az irraciondlis kitevdjii hatvdny szabatos definicidjat is a soro-
zat hatarértékének fogalmaval lehet megadni. A kovetkezd gya-
korl6 feladatok ezt a definiciot készitik eld.

Pozitiv valés szdm racionalis kitevdjii hatvanyat és a tulajdon-
sagait ismertnek tételezziik fel. Az irraciondlis kitev8jli hatvany
definicidjat a>1 valds alap esetére fogjuk tdrgyalni, ebbdl az
1=>a=0 esetre a definiciét mar kdnnyii megadni.

Aza>1 alap esetén a raciondlis szimokra értelmezett a” fiigg-
vény egyik fontos tulajdonsaga, hogy szigordan monoton novd,
azaz ha ry<r, akkor a"™ <a". Felhasznaljuk még majd a 17.

1

feladat eredményét, vagyis azt, hogy lim ;’Zz= lim a"=1.

"=t n=

Hatarértékszamitas 65



Gyakorl6 feladatok

29. Legyen (7,,) egy racionalis szamokbol 4116 sorozat és tegyiik fel, hogy
lim r,=0. Igazoljuk, hogy ekkor

n—tec
lim a™=1.
n—tocc
Megoldds :

Megmutatjuk, hogy az (a™") sorozatnak az 1 tetszéleges kornyezetén Kiviil
csak véges sok tagja van. Jeloljiik ki az 1 egy tetszSleges kornyezetét. Vdlasz-
LI g
szuk meg ezutan a k természetes szamot ugy, hogy ak=ya és a k=— is
Va
k
mar az 1-nek ebbe a kdrnyezetébe essen. Ezt megtehetjiik, hiszen lim ya =

k—oo
=lim L:l. Ezut4n az igy megvalasztott k-hoz keressiink olyan N-et,
k__
ke ,Va
hogy n>N-re
1 1

(64) —p=<r<i

teljesiiljon. Ezt az r,~0 feltétel miatt szintén megtehetjiik. Az a" fiiggvény
monotonitdsa miatt {'azonban (64)-bd1 kovetkezik :

i i
(65 ak<d"<d*

o3 >
14, dbra

A (65) egyenlGtlenség azonban biztositja, hogy az n>N-hez tartoz6 a"
sorozattagok az 1 kijel6lt kérnyezetében vannak (14. ébra).

30. Legyen a egy tetszdleges irraciondlis szdm és (r,) egy racionlis sz4-
mokbol 4116, monoton névé sorozat, amelyre lim 7, =a (példaul az a sz4-

n—rew
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mot el64llito végtelen tizedes 1rt véges kozelitd tortjeibdl 4lld sorozat jo
r,-nek). Igazoljuk, hogy az (a"™") sorozat konvergens. A kapott eredmény fel-
basznélasdval mutassuk meg, hogy tetszSleges (a,) raciondlis szdmokbol
4ll6 sorozatra, amelyre lim s,=a igaz, hogy az (a*") sorozat konvergens és:

n-—teo

lim &*"=lim a™.

n—rec n=—toc

Megoldds :

Mivel az (r,) sorozat monoton nové, ezért az (a") sorozat is monoton
novo, igy a konvergencxajéhoz elég 1gazoln1 hogy feliilr6l korlatos. Legyen
g egy olyan raciondlis szdm, aminél az (r,) sorozat tagjai mind kisebbek

(ilyen van, mert r, konvergens). Ekkor az a” fiiggvény monotonitdsa miatt
a"<a?

minden n-re fennall. Ezzel igazoltuk, hogy lim a™ létezik.

n=*oc

Vizsgaljuk most az (a®") sorozatot. Azt akarjuk bizonyitani, hogy kon-

vergens és hatarértéke megegyezik az (a™) sorozat hatérértékével. Ehhez
elég megmutatni, hogy a két sorozat hdnyadosa 1-hez tart. Az el6z6 feladat
eredménye miatt azonban

n

lim =lim " =1,

n=e A" p-eo

hiszen (r, - s,) raciondlis szimokbél 4l16, 0-hoz tarté sorozat.

A 30. gyakorlo feladatban kapott eredmény alapjan egy tet-
sz8leges a=1 valds szdm tetszdleges « irraciondlis kitevsjii hat-
vanyat a kovetkezGképpen definidljuk: legyen (r,) egy raciondlis
szamokbol all6 sorozat, amelyre lim r,= «. Ekkor az (a™) soro-

n— o<

zat konvergens és
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a®=lim a™.
n=* oo
A definici6 egyértelmii voltat is a 30. gyakorlo feladatban bizo-
nyitottak biztositjak.

Ezzel a definicidval az Osszes valds szdmra kiterjesztettiik az
J* (a=>1) exponencialis fiiggvény értelmezését. Az 1>a=0 esetre
az1rraciondlis kitevGji hatvany definicidjat példdul igy adhatjuk
meg. Legyen:

1

a__
a = Ne’
a

hiszen 1=>a=0 esetén i 1, igy ennek irraciondlis kitevgji hat-

vanyat mar értelmeztiik. Igazolni lehet, hogy a hatvanyo-
z4s azonossagai tovabbra is érvényben maradnak. Ugyancsak
fenndll az a fontos tulajdonsig, hogy a=1 esetén az a* fiigg-
vény szigoriian monoton novs, 0<a<1 esetén pedig szigorian
monoton fogyd.

Az exponencialis fiiggvény inverzeként definidlt log, x loga-
ritmusfiiggvények koziil fontos szerepe van az e alapu logarit-
musfiiggvénynek. Ezt a kovetkezGkben In x-szel jeloljiik.

Gyakorlé feladatok

31. Igazoljuk, hogy lim In n= + .

n—o

Megoldds :

Az (In 11) sorozat monoton ndv3. mert ha lenne olyan », hogy

Innz=In(n+1),
akkor
M ==t 1

is fenndllna az ex exponencialis fiiggvény monotonitdsa miatt, ami ellent-
mondds. Egy monoton ndvé sorozatrdl tudjuk, hogy vagy véges hatarértéke
van, vagy -+ e-hez tart (53. feladat). Ha ln n—a véges értékhez, akkor a
sorozat monoton ndvése miatt

68

Inn<a
lenne minden n-re, de akkor
elnn=n<ea

is igaz volna minden n-re, ez pedig ellentmondas. Igy csak az allhat fenn,
hogy:

Iim In n=+ oo,

n=tox

1 1
32. Az <1 +§+ ... +—> sorozatrol (18. feladat) és az (In n) sorozatrol
n

is tudjuk, hogy + «-hez tart. Vizsgaljuk meg, mit mondhatunk a két sorozat
kiilonbségérol. Igazoljuk:
a) minden n>1 egész szamra igaz az
1 1 1
—<l4+=+...+-—Inn<l
n 2 n

egyenl6tlenség ;

1 1
b) az (I +§+ ...+-—In n> sorozat monoton fogyo;
n

c) a b) feladatban szerepld sorozat konvergens.

Megoldis :

Az e szam definiciojabol és a 31. feladatbdl kovetkezik :

1 n
(66) (1 +- ) <e
n

€s

1 n+l
(67) e<{l+- .
n

A logaritmus tulajdonsagaibol és a (66), (67) egyenlotlenségbol kovetkezik :

A (68) egyenldtlenséget alakitsuk at erre az alakra:
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1 1
69) ——<In(n+1)—Inn<-.
n+1 n
frjuk fel a (69) egyenlStlenséget n=1, 2, ..., (n—1)-re:

1
—<In2-Inl<l1,
2

1 1
—-<In3-In2<-,
3 2

1 1
-<In4-In3<-,
4 3

1 1
——=<Iln(-1)=-In(n-2)<——,
—<In (=Dl (1-2)<—

1 1
-<lnn=In(n—-1)<—-o.
n n—1

A kapott egyenlGtlenségeket Osszeadva az

11 1
(70) §+§+ . +;<ln n,

(71) In n<1+£+ .. .+—1——
2 n—1

egyenlStlenségeket kapjuk. A (70) egyenl6tlenség mindkét oldaldhoz
. . 1

(1 —In n)-et adva, ill. a (71) mindkét oldalahoz (—~ In n) -et adva a bizonyi-
n

tando a) egyenlGtlenséget kapjuk.

Ab) ;illités bizonyitdsihoz irjuk fel a sorozat két szomszédos tagjanak
kiilonbségét:

1 1 1 1
I4=+.. . 4——Inn—| 1+.. .4+ —n =
3 o H [ PR In(n+1)

1
=In(n+1)—Inn———=In 1+£ ——l—,
n+1 nf n+l

A kapott kiilonbség a (68) egyenlStlenség miatt pozitiv, tehdt a sorozat
monoton fogy.
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A c) éllitds bizonyitasat tulajdonképpen mar elvégsztiik. Az (1+§+

1
+...+-=In n> sorozatrdl a b) szerint tudjuk, hogy monoton fogyo és
n

¢) szerint alulrol korlatos, alsé korlatja példdul a 0 szdm, igy tehdt kon-
vergens. Jeloljiik a sorozat hatarértékér c-vel:

1 1
lim (1 +=-+...4+-—In n> =c.
nereo 2 n

A ¢ szamnak, az Gn. Euler-féle dllandénak ez a definicidja. Ertéke 6t tizedes-
jegy pontossaggal:

¢=0,57722... :
Erdekes megjegyezni, hogy a ¢ szamrdl nem sikeriilt mindeddig eldonteni,
hogy racionalis vagy irracionalis szim-e.

Feladatek

61. Irjuk fel a kovetkezd racionalis szdmokat a targyalt méd-
szerrel végtelen tizedes tort alakban:

1
a) 79

2
b) ER

62. A [0, 1] intervallumbeli valos szimok végtelen tizedes tort
elGallitasanak megfelelden beszélhetiink végtelen harmadostort
(triadikus tort) elGallitasarol is. Ittcsak a 0, 1, 2 triadikus jegye-
ket hasznéljuk. Legyen b, azoknak a [0, 1] intervallumban fekvd
részintervallumoknak az &sszhossza, amelyekbe tartozd valos
szamok felirhatok olyan triadikus tort alakjaban, amelyben a 0
egész utdn az elsé n szdmjegy kozt nincs 1. Szdmitsuk ki b,-et.
Vizsgaljuk meg, hogy 1étezik-¢ és ha igen, mivel egyenlS lim b,.

n-* >

63. Irjuk fel a kovetkez8 racionalis szimokat véges lanctort
alakjaban:
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2
~
Ol o

13
b) ?’
8
¢) 37-

64 a) Irjuk fel az 1512_3 tortet lanctort alakban. Alkalmazzuk az

euklideszi algoritmust az 56 és 44 szamokra. Hasonlitsuk Ossze
a lanctort jegyeit az euklideszi algoritmus sordn kapott hinya-
dosokkal!

b) Igazoljuk, hogy a pozitiv raciondlis szamok és csak azok

irhatdk fel véges lanctort alakban. Mit mondhatunk az % szam

lanctort alakjdnak jegyeirSl?

65. Szamitsuk ki a kovetkez8 végtelen lanctortek értékét:

a) 1+——11——;
2
24t

T
1
b) 1+ .
24 :
34 :
T
23T

66. 1gazoljuk, hogy a végtelen periodikus ldnctort alakban fel-
irhaté valés szimok masodfoki algebrai szimok, azaz egész
egyiitthatés masodfokid polinomok gyokei.

67. Igazoljuk, hogy barmely valds x, y kitevSkre is érvényes
marad az a* - @ =a"*” (a=>0) azonossag.
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68. Igazoljuk a kovetkez6t:
1

e"
Ii er—1_
im — 1.

n=* o<

n

69. Mutassuk meg, hogy:
In (1 + —1->
n

70. Igazoljuk, hogy:

lim =1.

n=

S =

Inn

Iim ——=

n-=*ecc

71. Szamitsuk ki a kovetkez8 sorozat hatarértékét:

£o(-3)

72. A 32. gyakorl6 feladat eredményének felhasznalasaval bi-
zonyitsuk be, hogy:

lim(1— 1-+-1—1+
e\ 27373

73. Az el6z6 feladat eredményének felhasznalasaval szamitsuk
ki a kovetkez8 sorozatok hatarértékét:

+(=1 1t )—]n2

a) _1__+__1___|_ +.1_-
n+1 n+2 "7 2n’
11111 101 1
b) I35 5t 3t e T W

i 1
) X r@e=n
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74. Igazoljuk, hogy az ¢) igazoljuk, hogy ha O<o<? _ akkor
S IE S 11 2
22 32 op? S—ln—z—tl <12>Ctg o,
sorozat konvergens.

75. Az el6z8 feladatban vizsgélt sorozat hatdrértékének meg- f) a d) és e) feladat alapjin adjunk als6 és fels§ becslést az

hat4roz4sa mdr joval Ssszetettebb feladat. A kovetkezd feladat- 1 1

sorozat végén jutunk majd el ehhez az eredményhez: 1+ 7"' e +ﬁ
i i X igazak a kovetkez8 4gok : . ...
a) Bizonyitsuk be };og-: 11gaza a kovetkez6 azonossdgok ssszegre és szimitsuk ki lim ( 14 _215 + o+ %i ) Srtékt.
n n=

sin 2n+ Da= ( )cosz" o sin x—

1

3

2n+1 .
cos (2n+1)x=cos 2"+‘a—( n;— )cos n-lg sinZa+ ... +

+(— 1)"(2n+ 1)cos 2 sin?" o
b) bizonyitsuk be a kovetkez8 azonossdgot:

sin(2n+1) «_ (2n+1)\ 2n+1\ 5.,
2 —( 1 )ctg o— 3 ctg o+

+...+(=D"
¢) irjunk fel olyan egyenletet, amelynek gyodkei a kdvetkezd

szdmok:
nxT

2 T 2_<T 2 .
ctg 2n+1° cte 2n+1° 77 ctg 2n+1°
d) hozzuk zart alakra a kovetkezd Osszegeket:

2 T 27 , hw
o i T T T

!t 1
sin? —~ sin? . o sin? ,
2n+1 2n+1 2n+1
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Az 1. fejezetben kitiizott feladatok megolddsai

1. A bizonyitandd egyenldség n=1-re igaz. Tegyiik fel, hogy
n-re igaz és nézziik az els§ n+ 1 természetes szdm négyzetének
Osszegét. Alakitsuk ezt 4t ugy, hogy kozben hasznéljuk fel az
indukcids feltevést:

+(n+1)2=

_(n+1)2n2+n+6n+6) (n+1)(n+2)2n+3)
B 6 - 6 :

Eredményiink azt mutatja, hogy az &llitds n-+ 1-re is igaz, ezzel
a formulat igazoltuk.

2n+1
12422+ ...+n2+(n+1)2=_"(ﬂ'._1)_éi't_2

2. Alkalmazzuk a szdmtani és mértani k6zép kozotti egyen-
1 .
16tlenséget n+ 1 szamra, amelyek koziil n 1+;1- -nel, egy pedig

1-gyel egyenl§:

1
n+1 -
+ ( 1)" n<1+n)+l 1

1+ﬁ < n+1 =1+n+1’

ahol a < jelet azért irhattuk, mert a szZimok nem mind egyenldk.
A kapott egyenlStlenséget n+ 1-edik hatvanyra emelve a bizo-
nyitandé egyenlGtlenséget kapjuk.

. 1 .
3. Az 4llitds k=1-re igaz, mert 1+%< 1 +'—11+? . Tegyiik fel,

hogy k<n ¢s
k g2
(1-!—1) <1+I:+k—.
n n

N

Szorozzuk meg az egyenlGtlenség mindkét oldalat 1+% -nel és

alakitsuk 4t a kapott egyenlGtlenség jobb oldalat.

1\ k+1 k kK 1 k k®
1+= <l+-F=5+-+—=+5=
n n n* n n

76

k+1 (k+1* k* k
-1+ ++( +2) _3__A4;1
n n n n

Ahhoz, hogy a bizonyitandd egyenlStlenség igaz legyen, elég
megmutatni, hogy

K k+1 0
PERCR

hiszen, ha az egyenlGség jobb oldaldbdl egy negativ szamot el-
hagyunk, ezzel értékét noveljiikk. Ezt az egyenlGtlenséget 4tala-
kitva ezt kapjuk:

kK<n(k+1),
ami a k<n feltétel alapjin nyilvan igaz.

4, Alkalmazzuk az el3z8 feladatban kapott egyenlGtlenséget
k=n-re.

5. Emeljiik az

n+1

l/;l—> Vn+1

bizonyitandd egyenlGtlenség mindkét oldaldt n(n+ 1)-edik hat-
vanyra, majd osszunk végig n"-nel:

n>(1+-1->7
n

A kapott egyenlGtlenség n=3-ra az el6z6 feladatbodl kvetkezGen
igaz és a 1épések megfordithatok, tehat az eredeti egyenlGtlenség
is igaz.
6.a) A 2. feladat megoldésdban alkalmazott méodszert kovet-
jidk:
ndl

(1t
N n a1 1
1-=}) - 1< =1- .
n n+1 n+1

Mindkét oldalt n+ l-edik hatvanyra emelve a bizonyitandd
egyenlGtlenséget kapjuk.
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b) A bizonyitandé egyenl8tlenséggel ekvivalens egyenlStlen-
séget kapunk, ha mindkét oldal reciprokat vessziik (ekkor ter-
mészetesen az egyenlStlenségiel megfordul):

n n+i n+1 n+2
nti) = (n+2 ‘
Ezt az egyenlStlenséget még igy is irhatjuk:
1 n+1 1 n+2
(“m) = (“m) ’
ami az a) feladat eredménye miatt igaz.

7. A bizonyitandé egyenlStlenség bal oldaldn 4ll6 Osszeget

csokkentjiik, ha minden tagja helyett a legkisebbet, az % -t

irjuk. Mivel az 8sszeg n tagi, igy éppen %-et kapunk.
8. ,,Gyoktelenitsiik” az Ya— 1-et tigy, hogy osztunk is és szor-

zunk is az Ya"— '+ Va"~2+ ...+ Va+1 kifejezéssel:

n— a—1

Va1 Va4 .+ Va+1
A kapott tort nevezGjében az 'i/z" helyett1-et irva(k=n-1, ...,1)

a tort értéke n6, mert a>1, igy 'i/5k>1 is fennall. Ezen a médon
éppen a bizonyitandé egyenlGtlenséget kapjuk.

9. Egyszerii ,,keresztbeszorzassal” kapjuk:
n—1<n?
ez nyilvan igaz.

10. Az €l8z8 feladatban igazolt egyenlGtlenség tobbszori al-
kalmazasaval adjunk alsé és felsG becslést az
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1-3:-5-...-2n=1)

2.4-6-...°2n
kifejezésre:
1-2:4-...-(2n=2) _1-3-5-...-@2n-1)
273:5-...-Qn=1)  2-4-6-...-2n
2:4-6+...°2n

-< .

3-5-7-...-@n+1)

A kapott egyenlGtlenségeket szorozzuk végig a kozépen 4116
torttel:

c(Pn— 1)\2
1(135... (2n 1))<1

—_——
4n 2:4:6-...°2n 2n+1

Ez az egyenlStlenség ekvivalens a bizonyitandé egyenlGtlenség-
gel.

11. Az 4llitas n= 1-re igaz. Tegyiik fel, hogy
(a+b)'=a"+ (rlt)a"“b—i- et (Z)a"“"b"+ et
+ ( 5 )ab"“‘+b"
n—1

fennall és szorozzuk meg mindkét oldalt a+ b-vel, majd a kapott
jobb oldalon végezziik el a kiemeléseket:

)= gt MY Han n
(a+d) a +[1+<1>]a b+"'+[<k——1)+
n C- n
+ <k)]a""‘b"+‘+ et [( )+ l]ab"+b"+‘.
n—1

Az a"—kpFtl.es tag egyiitthatdjat igy alakithatjuk: at:

n n\_ n! n!
(k—-1>+ <k>_(k—1)!(n—k+1)! HECEI

_nk+nln—k+1)_ (n+1)! <n+1)

Kn—k+1)!  ki(n+1-k)! \ k
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Ha még megéllapodunk abban, hogy 0l=1, a.kkor’ez az Ossze-
fiiggés k= 1-re és k=n-re is igaz €s éppen a bizonyitand6t kap-
juk.
12. Irjuk ki részletesen a binomiélis tétel alkalmazasaval az
1~x—l)’l hatvanyt és alakitsuk at a kapott kifejezést! Felhasz-
n

nalva a binomidlis egyiitthaténak ezt az alakjat:

n\y_ n! _n(n—l)...(n—k+1)
(k)"kz(n—k)!' k! ’

1\" n\1 [n\1 n\1
e o

1 1 1 n-1
Sl — . F
+"'+n" 1+1!4—2! n +
., '
_L(n—l)...(n—k+1)+.“+_£_ nt
k! nk—t n!' n"

A kapott kifejezésben a harmadik tagtél kezdve minfien tagban
a mésodik tényez8 egy 1-nél kisebb szdm, hiszen a t.orte!( szér}:\-
laléja kisebb, mint a nevezdje. Igy, ha a_mdsodik ‘tényezk
helyett sorra 1-et frunk, akkor a kifejezést ndveljiik és igy €éppen
a bizonyitandé egyenlStlenséget kapjuk.

13. Igazoljuk, hogy:
i n? 1
w2 |
a konvergencia definici6ja alapjan. Adjunk meg egy’s>”0-t és
becsiiljiik meg a sorozat n-edik tagjanak a hatarértéktSl vali
eltérését
n? 1 1
—|= < -
|2n2+1 2l 2n24+1 n

<e,

han>-1-.
e
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14. Alakitsuk 4t a Vn+ L —Vn kifejezést tigy, hogy szorzunk is

és osztunk is ¥n+ 1+Vn-nel, majd becsiiljiik feliilr§l a kapott
tortet:

1
VYnti+¥n ¥n &

A vizsgalt (Yn+1—Vn) sorozatot két sorozat kozé szoritottuk.
A konstans 0 sorozat hatarértéke is O (1. 8. gyakorl6 feladat), az

(—;}_—_) sorozat hatarértéke is nyilvan 0, hiszen:
n

O<Vn+1—V¥Vn=

ha n>;13 , igy a 10. gyakorld feladat eredménye szerint:

lim (Yn+1—yn)=0.

n-—*oo

15. A 10. feladat szerint:
1 1-3-...-(2n—1)< 1
2Wn  2-4-...:2n ¥apuxl

. 1 . . 1
Mind az | —= ), mind pedig az | ———— } sorozat konvergens
(m) pecie (m+1> 8

és hatarértéke 0, igy a 10. gyakorlatbeli ,,rendc’)'rszabély” szerint:

p L1370 @n=1)

b — o

16. Becsiiljiik meg a sorozat n-edik tagjat ugy, hogy alkalmaz-
zuk k6zben a Bernoulli-féle egyenlGtlenséget: ha n>1, akkor

1><1—'—1—2) >1—1.
n n

A kapott becslésbdl a ,,rendGrszabaly” alkalmazdsaval adéodik:
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1 n
]i:n (1—-;) =1

17.a) Ha c=0, akkor az llitas nyilvan igaz. Ha ¢#0, akkor
becsiiljiik meg ca, és ca eltérését:

lca,,— ca[ = lc|la,,— al<8!

ba az
a -—a|<—f-
lel

egyenlBtlenség fenndll. Az utdbbi, alkalmas N-nél nagyobb
n-ekre nyllvan igaz az a,—a feltéte]l miatt. Eredményiink éppen
azt mutatja, hogy ca,— ca is igaz.

b) Legyen >0 tetszoleges adott szZdm. Az

la,+c—(a+c)|=|a,—al<e

egyenlStlenség n> N-ekre igaz, ahol N az a,~a feltétel miatt az
e-hoz j6 kiiszbindex.

18. A 8. feladat alapjan, ha a=>1, akkor

0<Va 1<a 1
n

ahonnan
1<'i/¢_1 <1 —I—a—-——i .
n
Mindkét oldalon 1-hez tarté sorozat van, tehat:
lim Ya=1.

19. Becsiiljiik meg alulrél a 7. feladat eredményének felhasz-
palasaval az a,« alaku tagokat, ahol k>1:

11\, (1,111
azk_1+1+<3+4> (5+6+7+)

1 1 1.1 1
+(2k ‘+1+"'+2> 1+ 2 2+...-|-2
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S 1r

=1-{-

Ha most P tetsz6leges valés szdm, akkor valasszuk meg k-t tigy,
hogy

hep

teljesiilion. Az el6z6 becslésbSl kovetkezik, hogy ha n>2%,
akkor

a,,>a2k>l+§>P,

ami azt jelenti, hogy

"li_?l<1+%+...+%>= + oo
teljesiil.
20, Ha g>1, akkor g elGéllithaté igy:
g=1+h, ahol h=>0.
Alkalmazzuk g” becslésére a Bernoulli-egyenlGtlenséget:
q"=(1+h)"=>1+nh.

Legyen P tetszGleges valos szam és tegyiik fel, hogy n>P
Ekkor az €l6z6 egyenl6tlenség alapjan

-1
h

q">1+nh>P
fenndll, ami azt jelenti, hogy lim g"= + <o.

n=*oo

21. Azt kell igazolnunk, hogy |g|<1 esetén tetszGleges >0~
hoz van olyan N, hogy ha n> N, akkor
lg"—0|=1gl"<e.

Ha ¢=0, akkor az 4llitds nyilvan igaz. A g><0 esetben ez az
egyenlGtlenség ekvivalens az
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11 1 (=2 1 LD 2 (=n~!
gl ~¢ —l 2+...+ 772 ———+1 2 33 + 5o
egyenlStlenséggel, ami az el6z8 feladat eredménye és e feladat 2 -
. ]. —_ n—2 n—1
feltételei szerint fennall ha n=>N alkalmas szam, hiszen ‘(—1|>1. =1_%+%_ . +( 222 +( 2'11)1 (1._l>=
22. rjuk fel a sorozat elsG néhdny tagjat egy 4talakitds alkal- 11 (=12 (=11 (= 1),.
mazaséaval és szemléltessiik is ezeket a tagokat (15. dbra): =1 —§+Z— .ot 772 + LES 5
qs=1_%+%_§1 A mértani sorozat elsd » tagjanak Osszegére vonatkozd képletet
. D . alkalmazva:
2 SRS SRETET S
a,=0 03=1—--§ 04'—‘1—5'}‘2 a;=1 1— <_l>"
15. 4bra 0 = 2} 2 2( 1>"
2= 7 22l 7> .
a= 0, a,= ]_, 1+1 3 3 2
a1+a2 1 1 2
as= =-=1-=, . 1 1 . ¥ .
2 2 2 Mivel ’—§l=§< 1, a kapott alakbdl a 21. feladat alapjan ad6-
1 .
—— dik:
_ayta; ik 2_1_1_1_1+£ ] lim a _2
M) 2 4 24 noe 37
1 11 . . .
1—241—24= 23. A vizsgalt sorozat n-edik tagja, 1+ g+ ¢q*+...+g" egy q
aztay 2 2 4= 11 = hdnyadosu mértani sorozat elsG n+ 1 tagjanak Osszege. Az 6sz-
5 -5+
2 2 238 szegképletet alkalmazva és felhaszndlva, hogy |g|<1, ezt kap-
1 11 juk:
=ty 1—gn+!
lim (14 g+ g2+ ...+¢™= lim l—q—=
Az eddigiek alapjan az a sejtés alakulhat ki, hogy a kovetkezd n= e ny o -4
osszefiiggés 4ll fenn: ’ ( 1 1 +,> 1
=lm |(————-¢" | =—
11 -1 poew \ 1 1— 1—-
Upyr=1— —+Z—' +(—2-,7)-—- 1 1 1
i 24, Azt kell tatnunk, h ,,0sszefésiiléssel” k t
Az 6sszefiiggés n=1-re, 2-re igaz. Tegyiik fel, hogy n—2-re 2t kell megmutatnunk, hogy az ,,osszefesulessel” kapot
és n— 1-re igaz és igazoljuk n-re: ay, by, ay, by, ..., a, b, ...
_a,ta,y sorozatnak az a szam tetsz8leges kornyezetén kiviil csak véges
2= = sok tagja van. Vegyiik az a tetszGleges kornyezetét. Ezen kiviil
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(a,)-nek is és (b,)-nek is csak véges sok tagja van, igy nyilvédn az
Osszetett sorozatbdl is csak véges sok tag van az adottkdrnye-
zeten kiviil.

25. Szamitsuk ki el8szor az n-edik 1épésben elvégzett szinezés
utdn fehéren maradé rész teriiletét. Az els§ 1épésben az egységnyi

L1 . .
teriilet 5 -ed részét szineztiik be, tehat a fehéren maradd rész

, 1
teriilete g . A misodik 1épésben ismét a még fehér rész -9--ét

8 ,
szineztiik be, teh4t a fehéren marad6 rész ennek a g része, tehat

2
(g) . A gondolatmenetet igy folytatva azt kapjuk, hogy az n-

. . 8\" L ¢
edik 1épés utdn fehéren marado rész teriilete <§> , €5 18y az n-
edik 1épésben beszinezett rész teriilete:

8 n

1_<§) .
. 8\n . . . 8
Mint lattuk, s,= <§> és igy lim s,=0, hiszen l§|< 1.
26. A 10. 4bradn (1. a feladat kitiizését) legyen a kor k6zép-
pontja 0. Vizsgéljuk az OP,P,, OP,P,, ..., OP,P,,, hiromszo-
geket. Ezek a hdromszdgek nyilvdn hasonldk, hiszen derék-

szogliek és az O csiicsnél levs szogiik ugyanakkora, méghozza

2; . .
—81=§, tehat mindegyik derékszogili, egyenlGszarii hdromszog.

Ezek az egyenlGszara derékszogii haromszdgek olyan kapcsolat-
ban vannak egymadssal, hogy minden k-raaz OP, P, , , hdromszog
befogbja az OP, . P, ., atfogdja ebbdl kovetkezik, hogy minden

k-ra ennek a két hiromszognek a hasonlésigi ardnyszdma

ugyanaz, méghozza OP, és OP, ., arinya ;/—12-_— (az egyenl@szart

derékszogli haromszog atfogdjanak —L_ -szerese a befogdja).
V2

86

Mivel OP, hossza 1, ezért:

1 _ 1 2 1 n
PIPZ:_}/?, P2P3-- —'7-2: 3 e ey PnPn+l= V_i__ R

Az s, értékét az G hanyadosii mértani sorozat els8 n tagjinak

Osszegeként szamitjuk ki:

oG L

vz \7z 2,1

V2
S S S L)"
Y2—-1 V§—1(Vf ‘

Az (s,) hatarértékét mar egyszerii kiszamitani:

27. Becsiiljitkk meg az (a,b,) sorozatnak és ab-nek az eltérését
a kovetkez8 azonossag felhasznalasival:

anbn—ab=(an—a)(bn_b)+b(an_ a)+ a(bn—b)

(az azonossagot egyszeriien ugy igazolhatjuk, hogy a jobb olda-
lon elvégezziik a beszorzast). Adjunk meg egy tetszGleges =0
szamot €s keressiink ehhez olyan N-et, hogy n>N-re a,b, és ab
eltérése e-nal kisebb legyen:

\a,b,—ab|=|a,—al |b,—b|+b| Ia,.-a€+la! b,—b|=e.

Mivel a,—~a és b,—b fenndll, tetszGleges 1>7>0 szimot adunk
meg, ehhez van olyan N index, hogy n> N-re

la,—al<n
és
|b,—bl<n

is teljesiil. Ekkor az el5z6 egyenlStlenségek alapjin:

|a,b,— ab|<n?+|bln+laln=

87



=n(n+lal+ b))<n(1+ |al+ [b]).

Ha most az 7-t az elSre adott e-hoz még ugy is valasztjuk, hogy
&

"I lal+ 1]

teljesiiljén, akkor |ab,— ab|<e is fenndll minden n>N-re. Ez
éppen azt igazolja, hogy:

lim a,b,=ab.

n-*o

Ui

28. A feltétel szerint a,— a és a= 0. Jeloljiik ki a-nak egy olyan
kornyezetét, amelyben mar nincs benne a 0 szam. Az (a,) soro-
zatnak a kijelolt kornyezeten kiviil csak véges sok tagja van,
teh4t van olyan N, hogy n> N esetén a, benne van ebben a kor-
nyezetben, azaz a,=0.

29, Az i és% eltérését kell becsiilniink. Ehhez hasznaljuk fel

azt, hogy mivel a,—a és a,=0, ezért, ha az a szdm I%I sugaru
kornyezetét jeldljiik ki, akkor az a, alkalmas, N,-nél nagyobb
n-ekre ebbe a kornyezetbe tartozik, tehat fennall az

|an| =5

2
egyenlStlenség (16. abra).

lal lol
2 2
TN
¢ ) —>
3q a G 4 0
2 2 16. abra

Adjunk meg most egy tetszGleges e=0-t és becsiiljiik n>N,-re

— ¢és 2 eltérését az el6z6 egyenlGtlenség alkalmazasaval:

n
1 ll la,—a
a-a,

_la,—al
alia,]

a a

2
<la,,—al |a?'<$

n
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ha fennall, hogy
elal?
5

Ez utébbi a,—a miatt alkalmas N,-nél nagyobb n-ekre fennall.
Ha N-et az N, és N, koziil a nagyobbiknak valasztjuk, akkor
n=> N esetén fennall:

la,—al<

1‘
——=|<e.
a, a

Az a,=0 feltétel nem elég, mert példaul az (%) sorozatra ez

teljesiil, de lim 1=0.

n—*w

30.Két esetet kiillonboztetiink meg. Legyen elGszor a=0.
Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy

lim ya,=0

n—eco

is igaz. Mivel a,—~0, tetszGleges ¢=>0-hoz n-et egy alkalmas N
szdmndal nagyobbra vélasztva a,<e? teljesiil, ekkor viszont

Va,—0|=Va,<e
is fennall, tehat valéban Ya,— 0.

Ha a=0, akkor ismét legyen e=0 tetszGleges adott szdm:

la,—a| |a,—a|
[Va,—Va|=—=" <= <e,
" Va,+Ya Va

ha teljesiil, hogy

la,—a|<eVa.

Az utdbbi egyenlGtlenség viszont a,—~a miatt fenndll, ha n>N,
ahol N egy megfelelGen valasztott szim. Ezzel erre az esetre is

megmutattuk, hogy VZ»VE.
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Hasonlé médon igazolhat6, hogy ha a,—a, 4,=0, akkor
k k

tetsz8leges k természetes szdmra Va,~Va.

n+1
31. A 6.b) feladat szerint az 1-i-’ll ] sorozat szigorian

monoton fogy6. Ugyanakkor alulrél korl4tos is a sorozat, mert

n+1
1< (1—4—1)
n

nyilvan fennall.

R n+1
Szemléltessiik az [(1-{—'1-1-) ] sorozat és az [(l +r1—'> ] so-

rozat tagjainak egymashoz val6 viszonyat:

) 1\3 1\4 1\n+!
1+1) >(1+-2'> >(1+-3-) >...><1+;> >...

v v V Vv

a+ni<(1+5)<(1+8) <. <(1+L)"<....
1) =(1+3) = -

A hatarértéket egyszeriien kiszdmithatjuk:

n+1 n
lim<1+l) = lim (14—1) - lim (l-l—l):e,
n— o n n— oo n n— n

32.a) Hasznaljuk fel a kévetkez6 azonossagot:

(8-

ahonnan n=>1-re

(- (%)

N n 1 n
Mivel <1+rlz) —~e=>0¢s (l—n—2> —1 (16. feladat),

Hm (1——-1->"=1.
o n) e

Erdemes még megjegyezni, hogy a 6. a) feladat szerint az

n
(1-—-'1—') sorozat szigorian monoton novekedve tart Zl-hez.
n
b) El8szor az I:(l+'ll) ] sorozatnal alkalmazott modszerrel

(I. 2. feladat) megmutatjuk, hogy az [(1-4-%)"] sorozat is

szigorian monoton novs. A szdmtani és mértani kozép kozotti
egyenlGtlenség miatt

"*I—T n<1+§)+l 2
‘/<1+ > ‘1< =1+

n n+1 n+i’

Ezt (n+ 1)-edik hatvanyra emelve

2\7 2 n+1
(1+;) < (1+n’—‘—+ 1)

kovetkezik. Vizsgaljuk a paros indexii tagokbdl 4ll6 részsorozat
hatarértékét:

o) [

Mivel a sorozat monoton nové, kell hogy

lim (l-l—g) =e?
n— oo n

is teljesiiljon.
1

_ 1\" P~ 3_(q_ 1 3n
c)Aza,= <1 - 3_n) sorozat helyett el8szér az a, = (1 3n>
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. . . 1\"
sorozatot vizsgaljuk. Mivel ez az [(1—;) ] konvergens soro-
zat egy részsorozata, igy ez is konvergens és hatdrértéke az

[(1—%) ] sorozat hatarértékével egyenld:

31

lim a;=

n=cc €

Az a>=>0 egyenlGtlenség nyilvan fenndll, igy a 30. feladat meg-

olddsanak végén mondottak alapjén:
3

3, I' 1
lim Y@= lim a,= S=e l.

n— e n—+ec

d) Ha k=0, akkor:

<1+5>"=1,
n

igy a sorozat konvergens és hatdrértéke 1.

A k=0 esetre a b) feladatban alkalmazott médszerrel igazol-
hato, hogy k=0 esetén n=1-t8], k<O esetén, amikor

1+I—€§0
n

teljesiil (azaz — k=n), a sorozat szigorian monoton név6. Ha
k=0, vizsgaljuk a kn alaku indexekhez tartozé részsorozatot:

(&[]

tehat az egész sorozat is e*-hoz tart. Ha k<0, akkor a — kn alaku
indexekhez tartozo6 részsorozatot nézziik:

(&) (T

Igy ebben az esetben is igaz, hogy a sorozat e*-hoz tart. Az ered-
mény nyilvdn k=0-ra is igaz, tehat tetszGleges k egész szamra:
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lim (1+’-‘>"=ek.
n->c n

e) Ha k>0, akkoraza,= (1 + ]?I,I) ’ jeloléssel:

kn
lim a¥= lim <1+i> =e,
= o N oo kn
tehat

kr— 1
. k_ . k._ T
lim l/a,,— lim a,=ye=e*.

n=*oco n—* o

Ha k<0, akkor is hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy:

1\ L
li — | =gk
tim (141) "=

' f) Azeddigiek alapjan, azt sejtjiik, hogy a sorozat konvergens

€S
lim <1+5> =¢.
n=* oo n

Valdban, legyen r=§ , ahol g=0. Ekkor a d) feladat szerint:

qn
lim (1+£> =er,
e\ N

tehat
n q_ P
lim <1+-1i> =}/el’=eq .
qn

n=* oo

33. Jeloljiik az ay, ..., @, szimok koziil a legnagyobbat A4-val.
Becsiiljiik a sorozatot alulrdl és feliilrdl is:

n

AsVars . +ar=4VE.
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Mivel rogzitett k-ra az }'k sorozat 1-hez tart, ezért mindkét o}-
dalon A-hoz tart6 sorozattal becsiiltiink, tehat

lim Va';...+a;=A,

n< e

ahol 4 aza,, ..., a, szamok koziil a legnagyobb.

34. a) Az 1. feladat eredménye alapjén a sorozatot igy irbat-
juk:
124224...+n* _n(n+1)2n+1)
n3 - 6ns -

=£(1+1) (2+1).

6 n n

Az atalakitéds utan kapott alakbol leolvashatd:
12422+...4+n% 1

,,14,, n3 =3
b) Az 1. gyakorl6 feladat eredményét felhaszndlva alakitsuk
4t a sorozatot:
3,93 3
lim P+2%+...40% lim nz(n+1)2=
n? 4n4

n->ec n= e

.1 1\2 1

‘inz<1+;>"z-

¢) El8sz6r hozzuk zart alakra az els6 n paratlan szim négy-

zetének Osszegét:

124324 524 ... +(2n—1)?=12+ 22432442+ ...+
+(2n—1)2+(2n)*— (224 4+...+(2n)H)=
_2nCn+ ?(4"+ D_ 4224 .. 4nd)=
_2n(2n+1)(4n+1) 4n(n+ 1)(2n+1) _n(2n+1)(2n—1)
B 6 B 6 - 3 '

A kapott eredmény felhasznaldsaval méar konnyen kiszdmithat-
juk a sorozat hatéarértékét:
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12432+ ... +(2n— 1)2___ lim n(2n+1)(2n—1)

nd n- o 3n3

N VA 1\_4

d) Irjuk ki részletesen a sorozat n-edik tagjat, majd hozzuk
egyszeriibb alakra:

lim

n=*occ

i (Vk+2-2k+1+Vk)=
k=1

=V3-2V2+1+

+Va-2V3+V2+
+V5-2V4+ V34
+V6—2V5+ V4+

+¥n—2Vn—1+ Yn—2+
+Vnt1-2Vn+Vn—1+
+Vn+1-2Vn+1+Vn=

1

Vn+2+Vn+1

a 14. feladat szerint:

tim (1 V3. _==:i.===)= V3
lm( +}’n+2+Vn+1 1-¥2

e) Itt is el6szor alakitsuk 4t a sorozat n-edik tagjit annak az
otletnek a felhasznaldsaval, hogy

n=*co
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1 1 1
k(k+1) k k+1°

1 1 1 1 L _
1.2+2.3+3-4+"'+(n—1)n+n(n+1)

1,1 1,11 1 1.1
=1—§-+§—-—+§—4+ ..+n-1 n+‘n

1 L
Tn¥l  on+l

N U S S
Mo\t 3T T D

f) Az €l6z8 e) feladatban alkalmazott 4talakitdshoz hasonlé
tlettel alakitsuk 4t a sorozat n-edik tagjat:

2%k+1 _ 1 1
KA(k+12 k2 (k+1)2

o 2kt
lim X Ewr e

AT T T T
= lim —?+—2—'2-—32+... R g o

n—* oo

. 1 \_
= lim (l“m)‘l'

35.a) A bizonyitand6 egyenlGtlenség n=1-re igaz:

1, 1
k= 2k,
P
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Tegyiik fel, hogy
__1__ k+1 1k 9k k ___1_ k41
it <1k4254 ... +n <k+1(n+1)
igaz és adjunk hozz4 mindegyik oldalhoz (n+ 1)%-t:
1

mn"+'+(n+ DE<1k42k4 . +nk+(n+ 1)<

k+1 ——(n+ 1)+ (n+1)%

Ahhoz, hogy a bizonyitand6 egyenlStlenség igaz voltat n+ 1-re
is megmutassuk, az egyenlGtlenség tranzitivitdsat felhasznilva
azt kell igazolni, hogy az

k+1( n+1)ktl< k41-1"k+1+("+1)k

és az

k+1("+ et (n+ l)"<——(n-l—2)"+1

egyenlGtlenségek fennéllnak. Az elsSt szorozzuk k+ 1-gyel;
(n + 1)k+l<nk+l +(n + l)k+l +k(n + 1)k+l’

ami nyilvdn igaz. A masodikat is szorozzuk k + 1-gyel és a kapott
jobb oldalon alkalmazzuk a binomiilis tételt:

(A1) (k1) (n+ 1)< (n+ 1)+ (R4 (n+ 15+
+...4+1,
ez is nyilvéan igaz.

b) Az a) feladatban bizonyitott egyenlStlenséget alkalmazva
a sorozat n-edik tagjat igy becsiilhetjiik :

1 142k 4nk 1 (0 1)k
< +- .
k+1 nk+1 k+ 1\
Ebbdl a ,,rendGrszabély” alkalmazasaval adédik:
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k4 2k .4nk 1

lim =) =“ir1

n=*oco

36. A k rogzitett természetes szimhoz vélasszuk n-et tigy, hogy
k<n teljesiiljon. Hasznaljuk fel a 12. feladat megolddsdban al-

kalmazott 4talakitdst:
1 1
><1+ ) =1+ +57"°' n

n2

1 n(n—1)(n-2) 1 n(n-1...(n— k+1)
+.§_! n3 F nk

+3a<1-,—t><1—%>+ e

Az egyenlGtlenség jobb oldaldn olyan sorozat van, amelynek
minden n>k indexii tagja e-nél kisebb. Ekkor nyilvan a sorozat
hatarértéke n— o esetén is kisebb, mint e vagy egyenlS vele:

R
-2

-ﬂ+1+1+i+ +1
3! k!~
A feladat eredményét igy is fogalmazhatjuk: az 1+— L + 1 + .+

1!

+$ sorozatnak e egy felsG korlatja.
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37. Az el6z6 és a 12 feladat alapjan igaz a kovetkezd egyen-
I6tlenség:

1 1 1 1
<1+)_.1+ +2'+ = '_e,

¢bbdl viszont lim (l—i—%) = e miatt k6vetkezik, hogy:

n— e

i 1 1 1 1)
m +-1—!+ﬁ+"'+n_! =

n=*eco

38. Tegyiik fel, hogy e—-é Mivel 2<e<3, e biztosan nem

egész szdm, igy g=2. Vélasszuk n-et igy, hogy n> ¢ teljesiiljon.
A feltétel szerint:

e= =@')p mnO+i+m+i+
1 7!

a q n-*eo

1 1
e e ——— .
ql(g+1) qli(g+1)...n )

A konvergens sorozatokkal végezhetS miiveleteket felhasznalva
fennall a kovetkezG Gsszefiiggés is:

1!

. 1 1
(g—1)!p=gq!lim (1+——-+...+q—'+
1

e T s
qi(g+1)

1 —
q'(qg+1)...n)

+1

n=* oo

. 1
=ql4+q!+...+1+ lim (—-—+

1 1
F—— L ].
(@+ D@+ (q+1)...n)
Innen

@-Dp—(@!+q!+ ...+ D)=
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1 1 1
",}‘w(qﬂ TN T '+(q+l)...n>

kovetkezik. Ebben az egyenl8ségben a bal oldalon egész szdm
4ll. Vizsgéljuk a jobb oldalt:

S P S S
g+1 (g+1)(g+2) " (g+1)...n

RS D S
g+1 (g+1)2" 77" (g+1)"°

Mivel a fels8 becslésként kapott sorozat monoton névd, igy
minden tag kisebb, mint a hatarérték, ez pedig:

lim 1 ! +——l— =
nee\g+1 (q+1V "(q+1)"
.t 1 11

q+1 1 g2

g+l
Mindezekbdl a (g—1)! p—(q!+gq!+...+1) egész szdmra a ko-
vetkezs becslést kapjuk:

1
0<(q—1)!p—(q!+q!+...+l)<i,

ez pedig nyilvan lehetetlen. gy ellentmond4sba keriiltiink azzal
a feltétellel, hogy e raciondlis szim; e tehdt csak irraciondlis
szam lehet.

n

39. a) Legyen ny>a rogzitett, természetes szam és az Pyl
sorozat n,-nil nagyobb indexii tagjait becsiiljiik feliilrSl:
n n—n,

a* _a- a -
B i S —
n! ny! (ng+1)...n

a™ a""™ ng (a\"
IS A I .
no! ng—na n0! . no
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. a a\” .
Mivel 1<a<ng, 0< = 1, az (7> sorozat és ennek konstans-
0 0,

szorosa is 0-hoz tart, tehat a ,,rend8rszabdly” alkalmazasaval:

b) 1gazoljuk el6szor azt, hogy az n szerinti { — | (a=>1) soro-

zat e]ég nagy indextGl kezdve szigorian monoton fogyo.

(n+ 1)
F e
akkor

k
a> (1 + l) s
n
és ebbdl
1

k
ya—1

A szigori monoton fogyas tehit az

<n.

-nél nagyobb indexii

}/a 1
tagoktél kezdve fennall. Mivel a sorozat tagjai pozitivak, ezért
a sorozat konvergens; jeloljik a hatdrértékét x-szel. Az x érté-
kének meghatarozasiahoz hasznaljuk fel azt, hogy a paros indexi
tagok részsorozata is x-hez tart:

n k
x= lim ~—= (@2n)* = lim 2% <1) 1
n=*occ a n— oo a a"

n k
=2 lim <1> - lim %=,
n-—=*oco a n— oo a
. . 1 , 1\”
mivel a=>1 miatt 0<5< 1, és az a sorozat 0-hoz tart.

k

c) Az <2—

o sorozatot tetszGleges a>1 segitségével igy allit-

hatjuk elg:
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nk_a" n*
nl nl ar”
Mivel két, 0-hoz tarté sorozat szorzata is 0-hoz tart, ezért:
k
.. n
lim —=0.

n=*o

1
d) Aza,= E— sorozatrdl el8szor mutassuk meg, hogy mo-
n"

noton fogyé'
a, (n+ 1)’l+l 1\"
Ayt n" (n+1)! 1-*-n >1,

tehit a,>a, ;. A hatérértéket, ami létezik, mert a sorozat mono-
ton fogy6 és alulrél korlatos (a tagok pozitivak), jeldljiikk h-val.
A h értékét mar konnyii kiszAmitani:

(n+1)!
h= ’11_1fxla —nlirg a,,+,— 11m n +1)"+‘

. n" 1
R S

ahonnan h=0 kovetkezik, tehat
1
lim —=0.

Feladatunk eredményét a kovetkezd formaban is meg szoktdk
fogalmazni: az (a”) (a=>1) sorozat lassabban tart + --hez, mint
az (n!) sorozat, és gyorsabban tart + e--hez, mint az (n*) soro-
zat, az (n") sorozat pedig (n!)-ndl is gyorsabban tart + -o-hez.

40.a) A szamtani és a mértani k6zép kozotti egyenlGtlenséget
alkalmazva, becsiiljiik a,, -et, ha n=1:

a -1 a+£— >Va Ly
n+l—2 n a, = n a"—‘a'

b) Az a) feladat eredményét alkalmazva:
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a,—a,, =a . a,+— - =0
n n+1—%n 2 n an —2 a, =y,
ha n=2.

c) Az (a,) sorozat b) szerint monoton fogy0, a) szerint alulr6l
korlatos, tehat konvergens. Legyen

lim a,=x.

n—+oco

A sorozatot defini4l6 rekurziés egyenlet mindkét oldaldnak ha-
tarértékét véve azt kapjuk, hogy x a kovetkezs egyenletnek tesz

eleget:
-1 x +
)

ahonnan x=}a miatt x=}a adédik.

d) Mindkét azonossagot egyszerii szamol4ssal megkaphatjuk.
Péld4ul az elsGt igy igazolhatjuki

A

_a2—2a,)a+ ((@)_(a,~ V@)
2a, 2a,

e) A d)-ben bizonyitott azonossigok alapjan a kovetkez8
egyenlGségeket irhatjuk fel:

an—ya__ an—-l—ya- 2_ an-2_'/a— 2'?'_ _
a,,+VE a,,+l+l’(_i - a,,+2+}’c_l' T

_(a—Va L
a+va
EbbSl a,— Y a-ra a sorozat monoton fogyé volt4t felhasznélva a
kovetkezd becslés adhatd:

e s
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_(a—ya ! —
<a1+'/3> (a2+ Va).

f) Az e) feladatban kapott felsG becslést vizsgaljuk a,=3
a=>5 esetre és keressiink olyan n-et, amire ez az érték 10~ 10-ng]
mar biztosan kisebb. Ahhoz, hogy kénnyebben szdmolhassunk,

3-V5 1 V5
—= z- =Z(3 V5=14v3
irjunk 3715 helyett 5 Ot és a,+ V5= 2( +3)+ 3+ 3

helyett 5-6t. Ezzel nyilvan noveljiik a felsG becslést:

_ zn-l
0<an_.;/5<<1) .5<_1_

5 1010 °
Az utolsé egyenlStlenség n=5-re mar igaz, mert 25-1=16
1 1
5100
1010< 515,
21055
45<55

ekvivalens 4talakitdsok, az utolsé egyenlStlenség pedig nyilvan
fennall. Igy azt kaptuk, hogy as mar 10~1°-nél kisebb hibaval,
tehat tizedes tort alakban legalabb 10 tizedesjegy pontossaggal
adja meg V'S értékét. Ez is azt mutatja, hogy a vizsgalt sorozat
,,j0” abbdl a szempontbdl, hogyelég ,,gyorsan” konvergal a hatér-
értékhez.

41.a) Az el5z6 feladat a) részéhez hasonldéan alkalmazzuk a
szamtani és a mértani k6zép kozotti egyenlGtlenséget:

3

a
a,ta,+—
o a 21 2.8 _3—
a,,,,,—-——3 = a, ;3-—}/(1,
ha n=1.

b) Itt is az el6z6 b) feladat mintajara okoskodhatunk:
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n " Op1= 3 3a2

az a) részben kapott eredmény miatt, ha n=2.

c) Az a) és b) feladat szerint a sorozat monoton fogyd, alulrél
korlatos, tehat konvergens. A rekurziés egyenlet mindkét olda-
lanak hatarértékét véve, az x hatdrértékre a k6vetkezd egyenletet
kapjuk:

1 a
—§<2x+'x_2>,

3
innen pedig x=Va adédik.

d) Azt az esetet nézziik, amikor a>1 (az 1>a=>0 eset erre
visszavezethet$). Az

3~ (an_ 3}/@2(2‘1"_*‘ ?/a_)

a”+1_ Va 2
3a;

azonossagot a jobb oldalon kijel6lt miiveletek elvégzésével kony-
3
nyen igazolhatjuk. Ezt felhasznalva becsiiljiik az a,— Va eltérést,
3
hasznéaljuk fel kozben, hogy ha n>1, akkor a,>Va=>1:

0<a,,—ya<(a"‘ Vay: <(a,_,—Ya )

n—1

A kapott becslést ismételten alkalmazva ezt kapjuk:

0<(a,— V@) <(a—¥a)".
42, A feladat a 18. gyakorld feladat ltalanositdsa; az ott al-

kalmazott mddszer célhoz vezet itt is. Mutassuk meg elGszor tel-
jes indukciéval, hogy a sorozat monoton nové.
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a=YVa<a,=Va+Va

nyilvan igaz. Mutassuk meg, hogy az a,<a,, feltevésbdl kovet-
kezik az a,,,<a,,, egyenlStlenség:

a,< i1
ata,<a+a,,,,
Ay = Va+ an<l a+ Ap 1= Apy2

Még azt kell igazolnunk, hogy a sorozat feliilr§l korlatos. Iga-
zoljuk ezt is teljes indukeidval. Ekkor olyan K szdmot kell keres-
ni, amire a,= K-bél a,,, =K kovetkezik. Ehhez — az

8,1=Va+a,sVa+K
egyenlStlenség alapjan — elég, ha
VK+a=K
fennall. Ez a feltétel
K+a=K?,
a=K?>-K

alakban irhat6 és ha K=1+a4, akkor ez a valasztids megfelels
lesz.

Mivel a sorozat monoton n6vé és feliilr8l korlétos, ezért kon-
vergens. Az x hatdrérték a kovetkez8 egyenletnek tesz eleget:

x=Va+x,
x2—x—a=0,

ahonnan x>0 miatt

ERTE
x—2 Z+a.

43, Az ¢l6z8 feladatban alkalmazott mddszerrel itt is célhoz
érhetiink. Legyen a>1. A sorozat monoton névs, mert
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= Ya< V;ﬁ =0

nyilvdn igaz és ha
a,< an+ 1>

akkor
a,.1=VYaa,<yaa,1=a,.,.

Szintén teljes indukcidval igazolhatd, hogy a a sorozat egy

fels8 korlatja; a sorozat hatérértéke pedig az x=} ax egyenlet-
bll x=a.

44.a) A sorozat monoton ndvs, ezt teljes indukcidval kony-
nyen igazolhatjuk:
1

al=§<az=_

2

OO =

Tegyiik fel, hogy
Gy <GQpy1s

akkor
2_ 2
an<an+l’

1 a2 1 a?
G =gty <5t A

A sorozat fels3 korlatjdnak az 1 j6 lesz, mert egyrészt
1

al=—<1

2
mésrészt ha a,<1 igaz, akkor

a —1+a—5<1+l—1
TR 22T

is fennéll. Az a hatarérték az
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1 a?
=3t3

egyenlet gyoke: a=1.
b) A sorozat monoton fogyd, mert

a,> 9
" 2+a,’

2
2a,+a,>a,

a2+a,>0
fennall minden n-re és mivel a,>0 minden n-re, a sorozat kon-
vergens is. Az x hatdrérték az

x
24 x
egyenlet nemnegativ gyoke: x=0.

45.a) A sorozat definicidja szerint a,,,, ill. b,,, az a, és b,
szdmok szdmtani, ill. harmonikus k6zepe, igy a 4. és 5. gyakorl6
feladat eredménye alapjén a,,,=b,,, minden n-re: a,>b, pedig
a definiciobol kozvetleniil adodik. A szdmtani kozép, ill. a har-
monikus kozép definici6jabol kovetkezik, hogy értéke a két
szam koziil a kisebbnél nagyobb, a nagyobbnal kisebb. Ezek
alapjdn a

b=b,,,=a,,,=a,
egyenlGtlenségek minden n-re igazak.
b) Az

a,+b, 2a,b,
an+1bn+1= 2 'm= nbn

egyenl6ség minden n-re igaz, igy az a, és b, szimok mértani ko-
zepe minden n-re:

Vab,=Vab.
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c) Az a) feladat eredményébdl vildgos, hogy az (a,) sorozat
monoton fogyé és alulrél korlatos, a (b,) sorozat monoton névs
és feliilrGl korl4tos, tehat mindkett3 konvergens és

lim b,= lim a,.
Azt akarjuk igazolni, hogy itt az egyenlGségjel érvényes. Becsiil-
jiik feliilrél az a,,,—b, ., kiilonbségét:

_a,—b, a,—b, - a,—b,
T2 a,+b, 2
Ebbdl adddik, hogy:
0<a,,—b,,<ﬂ

2n—1 ’
azaz lim (a,—b,)=0, tehat valéban lim a,= lim b,.

n—*co n—>o n—+o

d) Még a koz0s x hatarértéket kell meghatiroznunk, de ez a
b)-ben bizonyitott Osszefiiggés szerint:

x2= lim a,b,= lim ab=ab,

n— e n—oo

teh4t x=Vab, az a, és b, szimok k6z6s mértani kozepe.

27

46. Az el6z0 feladatban kovetett gondolatmenetet alkalmaz-
hatjuk. Minden n-re igaz, hogy b,=a,, mert két szim mértani
kozepe is kisebb vagy egyenlS a szimok szamtani kGzepénél.
Kihaszndlva még, hogy a,, és b, is k6zépértékek, azt kapjuk,
hogy a

bn§ bn+l§ a,,_H§a,,

egyenlGtlenségek minden n-re igazak. EbbGl az el6z8 feladat
mint4jara kovetkezik:

lim b,= lim a,.

n—+oco n— o

Becsiiljiik meg a,,, ; és b, eltérését:
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a,+b,
2
_a,—b, Va,— }/17,,<a,,-—b,l
2 VYa+¥p, 2
Innen az €l6z6 feladathoz hasonléan adédik;
lim a,= lim b,.

n—=w n— e

=Lt

0<a,.— b=

47, Vizsgéljuk meg, hogy milyen kapcsolat van az egység
sugarti kor koré és a korbe irt szabélyos 27+1-sz6g, valamint a
2n+2.575g oldalai k6zott. A 17. 4brén az O pont az egység sugaru
kor kozéppontja, P, és P, a korbe irt 27+1-sz6g két szomszédos

Q

17. abra
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csucspontja, Py (és igy P, €s P, is) a korbe irt 2 - 27+1=2n+2.575g
csticspontja. Q, a kor koré irt 27+1-sz6g egy csicspontja, Q, és
Q5 pedig a kor koré irt 27+2-sz6g két szomszédos csucspontja.
Jelolje a, a korbe, 4, a kér koré irt 27+1-sz6g egy oldaldnak
hossz4t. Ekkor az 4brardl a kovetkezs Osszefiiggéseket olvashat-
juk le:

P,Py=a,, PP3=P;Py=a,,,,
An An+l
Q1P1=‘§“ s 0:05=4,41, QP=0,P= 5

A P,P,P, hiromsz4g hasonl6 a P;P;Q, haromsz6ghoz, hiszen
mindkett3 egyenlGszari és a P, csicsndl lev6 szog a ,.nagy”
héromszogben egyenlS a Py-nil levs ,kis” haromszogbeli szog-
gel, mert P, P, parhuzamos Q,Q,-mal. Ennek alapjén a kovetkez6
egyenl8séget irhatjuk fel:

An+l
Qi1 2
an an+l

Az egyenlGséget igy alakithatjuk 4t:

an+l = a,* ’%ﬂ' .
Haszndljuk fel azt a tényt, hogy a szabalyos sokszog keriiletét
megkapjuk, ha egy oldaldnak hosszit megszorozzuk az oldalak
szdmaval:

kn+l= 2"+lan+l= Vznan ’ 2n+lAn+l= an : Kn+l;

ezzel éppen az egyik bizonyitandé egyenlGséget kaptuk.

A misik egyenl6ség bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy a
Q,P,P, haromsz6g is hasonl6 a Q,0;0, hiromsz6gh6z. Ennek
alapjan:

A, A, A
22 2
4, Anp
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Az egyenl@séget atalakitjuk:

1
A= T
A'l a’l
Ebbdl K, ,.,-re a kovetkezGt kapjuk:
© 2 2
K,1=2""4,0= — 1 1 1

74 "7a, K. K,

ami éppen azt jelenti, hogy K, a K, és k, harmonikus kdzepe.
b) Igazoljuk, hogy minden n-re:
kn< kn+l< Kn+l< Kn'

Az nyilvinvalo, hogy k, =4)2<8=K,. Tegyiik fel, hogy k,<K..
mivel K, , ezek harmonikus kozepe, ezértk, <K, 1<K, . Ak,
a k, és K, , mértani kozepe, ezért k,<k, <K, is igaz, azaz
k,,1<K, is fennall. Igy teljes indukciéval igazoltuk, hogy
k,<K, amib8]l — mint lattuk — a bizonyitand6 egyenlStlen-
ség mar kovetkezik.

A monoton, korlatos sorozatok tulajdonsiga alapjin mar
tudjuk, hogy (k,) és (K,) konvergens sorozatok és

lim k,= lim K,.

n=>co n—> o

c¢) Azt akarjuk bizonyitani, hogy a két hatarérték megegyezik.
2
Adjunk felsS becslést elGszor a <—Igﬂ'—‘—) hényadosra:

nd1
<Kn+1)2__( 2ann )2_ 2Kn —
kll+l (Kn+kn)yann+l Kn+kn
2 K,
= <
A
K,
k
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n

mivel 1< és keu szam narmomkus kézepe kisebb, mint a

nagyobbik $z4m. Alkalmazzuk ezt az egyenlGtlenséget egymas
utan (n— 1)-szer:

= K K,\? K 2? K, 2n-t
V2= k1>(?z—> >(k3 >...> k. s

ahonnan

1<Ilf"<}/—2—.

n

Ebbdl a ,,rendSrszabély” szerint kévetkezik, hogy K"—-l, azaz

k
lim k,= lim K,

n
n—oo n— oo

48. Az [f,(x)] sorozat hatdrértékének vizsgilatakor hdrom ese-
tet érdemes megkiilonboztetni. Ha |x]<1, akkor

lim x2"=0,

fgy 1
nl_l'l'll f;,(x)=n1ir2 T_{__x2;= 1.
Ha |x|=1, akkor
. . 1 1
Jim 0= Jim 7177
Ha |x|>1, akkor

lim x?"= lim (1+x*)=+

n— e n—+ oo

és ekkor
: 1
Jm )= lim =0
Az fi(x)=—— , f()=—1— és fi(x)=—— fiiggvények gra-
1 —1+x2’ 2! —1+x4 3x_1+x6ugg yeK g
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fikonjénak vézlatos felrajzoldsat megkdnnyiti, ha észrevessziik,
hogy paros fiiggvények és értékkészletiik a (0, 1] intervallum.
A 18. 4brén ugyanabban a koordinita-rendszerben rajzoltuk
meg az f,(x), fx(X), £(x) és f(x) fiiggvény grafikonjat.

18. 4bra

49, Itt is harom esetet kiilonboztetiink meg. Ha |x|<1, x>0,
akkor f,(x)-et igy alakitsuk 4t:

x"—x""_ x—1

e e

Ekkor lim x2"=0 miatt

n— oo

lim f(x)=—1.

Ha |x|>1, akkor ezt az 4talakitdst alkalmazzuk:

12n

X —x—" X

fn(x)=xn+ X" = 14 (l)Zn'
X

Mivel '—ch-l<1, ezért
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2n
lim <§> =0 és lim f(x)=1.

n=* oo n= oo

Végiil, ha |x|=1, akkor péld4ul az els§ 4talakitist alkalmazva

1-1
fn(x)—m—-
és igy

lim f,(x)=0

n= o

is teljesiil. Az

0,

1, ha |x|>1,
f(x)=1—1, ha |x|<1x0,
0, ha |x|=1

fiiggvény képét konnyii felrajzolni (19. 4bra).

y={(x)

19. abra

50. A feladat megolddsihoz alkalmazzuk a 33. feladatban
kapott eredményt. Eszerint

"r————— |1, ha 0=x=1

2\ n ’ ’

769= tim )= tim |/ 1420+ (5)=lxpe1<x=2,
n— oo n— oo 2

%, ha 2<x.

2
Itt felhasznaltuk, hogy ha 0=x=1, akkor "7<1 is igaz, ill. ha
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2 2
1<x=2, akkor %é x, valamint ha 2<x, akkor x<"7 . Az f(x)

hatarérték (vagy limesz) fiiggvény képe a 20. dbrén lathato.
A

20. 4bra 1 2

51. Legyen (a,) egy tetsz8leges sorozat. Harom esetet kiilon-
boztetiink meg.

I. Az els8 eset legyen az, amikor az adott sorozatnak nincs

1 1 1 1

legnagyobb tagja <1lyen példdul az 1, 5 2, 3> 3, 7’ 4, ..., .

n, ... sorozat). Ekkor legyen a, a sorozat egy tetszSleges

tagja. Valasszunk ki ezutdn az n-nél nagyobb indexii tagok ko-
ziil egy a,,-t ugy, hogy a, <a,, teljesiiljon. Ezt nyilvin meg-
tehetjiik, mert ellenkez8 esetben a,, volna a sorozat legnagyobb
tagja. Ezutan folytassuk a kivalasztdst: az n,-nél nagyobb indexii
tagok kozott keressiink olyan a,,-at, hogy a,,<a,, teljesiiljon, és
igy tovabb. Ha a, -t kivélasztottuk, akkor az m.-nil nagyobb
index{i tagok ko6zott keressiink olyan a,, ,,-et, hogy a,,<a

k+1 Nk +1

teljesiiljon. Az eljards nyilvan korlatlanul folytathatd, mert ha
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valahol elakadnénk, ez azt jelentené, hogy az utoljara kivalasz-
tott tag a legnagyobb a sorozatban. A kivélasztas eredménye
olyan

a,<a,<...<0, <0, <...

sorozat, amely az (a,)-nek szigorian monoton név8 részsoro-
zata.
II. Ha az eredeti sorozatban van ugyan legnagyobb tag, de
véges sok tag elhagyasaval olyan sorozatot kapunk, amiben mér
. 234
nincs legnagyobb tag <ilyen példdulaz 1,2, 3, 4, % 1324752 o

n—1 - g
e sorozat), akkor az el8z6 eljarast a mddositott soro-

zatra alkalmazva jutunk az eredeti sorozat egy szigorian mono-
ton novs részsorozatdhoz.

I1I. Vizsgaljuk meg a harmadik esetet, amikor akarhogyan
hagyunk is el véges sok tagot a sorozatbdl, a megmaradt tagok

ko6z6tt mindig van legnagyobb (ilyen példaul az 1, % , 2, % , % ,
1 415 1 n+1
3°3°3°4° 0 T sorozat). Ekkor egy monoton

fogy6 részsorozatot tudunk kivélasztani a kovetkez8képpen:
legyen a sorozat legnagyobb tagja a,. Az a,, utin kovetkezd
tagok kozott is van legnagyobb, legyen ez a,,. Nyilvan igaz,
hogy a, =a,,. Az eljirést igy folytatva — miutan kivélasztottuk
az a, -t — az m,-ndl nagyobb indexii tagok koz6tt is van leg-
nagyobb, mert ellenkez8 esetben a véges sok alsé n, darab tag
elhagyasdval olyan sorozathoz jutnank, amelyben nincs legna-
gyobb tag, ellentétben a feltevéssel. Legyen az a,, utén kovet-
kez8 tagok ko6zott a legnagyobb az g, ., és igy tovabb. Ezzel
az eredeti sorozatnak egy

k+1

= = = =
a,Za,=...Za,=a,,,...

monoton fogyo részsorozatat kaptuk.
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52. Legyen (a,) egy korlatos sorozat és hasznaljuk fel az el6z8
feladatban bizonyitott eredményt. Eszerint (a,)-nek van egy (a,,)
monoton részsorozata. Mivel az eredeti sorozat korldtos volt,
a részsorozata is korlatos. A monoton, korl4tos sorozat konver-
gens, tehat az (a,) sorozatnak van konvergens részsorozata.

55, A Cauchy-féle konvergenciakritérium mas megfogalma-
z4sban azt mondja ki, hogy az (a,) sorozat konvergencidjdnak
sziikséges és elégséges feltétele, hogy minden e>0 szdmhoz létez-
zen olyan N index, hogy minden n, k> N-re |a,— a,| <¢ teljesiil-
jon.

Igazoljuk el8szér, hogy a feltétel sziikséges, vagyis, ha (a,)
konvergens, akkor fenndll a Cauchy-kritérium. Mivel (a,) kon-
vergens, igy tetszGleges e>0-hoz van olyan N, hogy minden

n>N-re |a,,—-a|<§ , ahol a a sorozat hatérértéke. Legyen n=N

és k=N ; ekkor

: e €
la,—al=la,—al+ la"akl<§+"‘=8-

2

Mutassuk meg ezutdn, hogy a feltétel elégséges, vagyis ha egy
(a,) sorozatra igaz a Cauchy-kritérium, akkor a sorozat konver-
gens.

Tegyiik fel, hogy (a,) kielégiti a Cauchy-kritériumot. El8szor
azt igazoljuk, hogy ekkor (a,) korlatos sorozat. Valasszuk e-t
1-nek és keressiink egy ehhez j6 N, kiiszobindexet. Ekkor, mivel
N+ 1=>=N,, minden n> N-re igaz az

la,—an 41l<1,
vagy az ezzel ekvivalens

ay,p1—l<a,<ay 1 +1

egyenlBtlenség. Legyen k az a,, a,, ..., ay,, Gy,4;— 1 szAmok
koziil a legkisebb, K az ay, ay, ..., ay,, ay, 4+ 1 sz&mok koziil
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a legnagyobb. Ekkor az el6z8 egyenlStlenség alapjan minden
n-re igaz, hogy

k=a,=K,

vagyis az (a,) sorozat korltos. Az 52. feladat szerint ekkor ki-
vélaszthat6 a sorozatbol egy (a,,) konvergens részsorozat. Le-
gyen (a,,) hatarértéke a, azaz tegyiik fel, hogy:

lima,, =a

& bizonyitsuk be, hogy a,—a is igaz. Adjunk meg egy tetszSle-
ges e=>0-t és legyen N a Cauchy-kritérium alapjan egy %-hez i6
kiisz6bindex. Becsiiljik az |a,—a| kiilonbséget:

€ €
|an—a1§ !an~ank! + lang_a|<_+_=€’
2 2

ha n, n,>N és m,-t még olyan nagyra is vélasztjuk, hogy
la, —a]<-€2- teljesiilion. (Ez a, —a miatt lehetséges.) Ezzel be-

lattuk, hogy

lim a,=a.

n—+ oo

54, Legyen (a,) egy monoton ndv8 sorozat. Ha (a,) feliilrdl
korlatos, akkor konvergens; teh4t tegyiik fel, hogy (a,) feliilrdl
nem korlitos. Ez azt jelenti, hogy akdrmilyen P szdmot adunk
is meg, van olyan ay eleme a sorozatnak, hogy P<ay teljesiil.
A sorozat ugyanakkor monoton ndv3, amibdl kovetkezik, hogy
minden n>N-re ay<a,. A két egyenlStlenség alapjin, minden
n>N-re

a,>P
41l fenn, ami azt jelenti, hogy

lim a,= 4+ =.

n—> e
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A monoton fogyé sorozatokra vonatkozé megfelel§ allitast
igy fogalmazhatjuk meg: ha (a,) monoton fogyd sorozat, akkor
vagy konvergens vagy — «-hez tart.

Legyen (a,) egy monoton fogy6 sorozat. Ha (a,) alulrél kor-
latos, akkor konvergens. Tegyiik fel, hogy (a,) alulrél nem kor-

1atos. Ez azt jelenti, hogy akdrmilyen P szdmot vélasztunk, van

olyan N index, hogy az ay< P egyenlStlenség igaz. Mivel az (a,)
sorozat monoton fogy6, ha n> N, akkor a,<ay, igy a két egyen-
I6tlenség alapjan minden n> N-re:

a,< Pa
ami azt jelenti, hogy
lim a,= — <.

n—>oce

55. Legyen az (a,) sorozat a kovetkezd:

1 2 3 4 n
—_ —_ I — = — 1\n+1
50 3,43, 5,...,( 1) e IREE
a (b,) sorozat pedig az el6z8 sorozat — 1-szerese, azaz:
1 2 3 4 n
—5, '3'3 "'Z, g, ceey ('—1) m, ceee

Az (a,) sorozat nyilvan divergens, hiszen a paratlan indexii ta-
gokbol all6 részsorozata:

135 et

303060 Ay
1-hez tart, a paros indexii tagokbdl 4116 részsorozat, a
?_. _-’3 6 . 2n
3 bl

5, _7, ceey —'m, ce.

sorozat —1-hez tart. Egy konvergens sorozatnak pedig nem
lehet két kiilonboz8 hatarértékhez tarté részsorozata. Igy nyil-
vén a (b,) is divergens.

Az(a,+b,) sorozat az azonosan zérus sorozat, ami konvergens
és hatérértéke 0.
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Az (a,b,) sorozat a kovetkezd:

L4 9 _n
4° 792 7167 U7 (n+1)2°

Ez is konvergens és hatérértéke —1.

Két divergens sorozat Gsszege is meg szorzata is lehet konver-
gens (nyilvan divergens is!).

56. Ha (a,) konvergens és (b,) divergens, akkor az (a,+b,)
sorozat csak divergens lehet, hiszen ha konvergens volna, akkor
az (a,+b,) és (a,) konvergens sorozatok kiilonbsége, a (b,) soro-
zat is konvergens lenne.

Az (a,b,) sorozatrol 4ltaldban nem igaz, hogy divergens. Néz-

ziik meg péld4ul az a,,=% és b,=n sorozatok szorzatét: a,b,=1,

. . 1, .
ami konvergens; ha viszont ay=—¢s b,=n?, akkor a,b,=n, ami

divergens. Ezekben az esetekben lim a,=0, ezért nem tudtunk

n—>oco
kovetkeztetni az (a,b,) sorozat konvergenciaviselkedésére. Ha
azon tul, hogy (a,) konvergens és (b,) divergens még azt is ki-
kotjiik, hogy lim a,0, akkor mdr arra ko&vetkeztethetiink,

n=—>ec

hogy (a,b,) is divergens, hiszen ha konvergens volna, akkor a
0-t41 kiilonb6z6 hatdrértékhez tartozd (a,) sorozattal osztva, a
kapott (b,) sorozat is konvergens lenne.

57.Ha lim a,b,=0, akkor lehet, hogy lim a, és lim b, is

n=roc n— oo n—*co
létezik, és legaldbb az egyik hatarérték 0. Lehet, hogy az (a,)
és (b,) koziil csak az egyik sorozat konvergens és a hatarértéke 0,
a masik divergens; pl. legyen a,,=i2 R
El8fordulhat az is, hogy mindkét sorozat divergens. Nézziik pél-
déul a kovetkez6 két sorozatot:

b,=n, ekkor a,b,= %—— 0.
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1 1 1 1
1’ Z’ 33 B9 53 '3'3,-~-, 2n—1,zﬁ-2-, ey
1 1 1
1, 2,6,4, '2_5', 5 ey (—27{————_—1)2, 2", eee

Nyilvin mindkét sorozat divergens, hiszen mindkettSnek van
+ oo-hez tarté részsorozata, ugyanakkor a szorzatuk, az

p1r111 11
92a '3', 4, 5,6,-.., 2n_1,2n, e
sorozat konvergens és a hatarértéke 0.

1

58. Az (a,b,) sorozat lehet divergens: legyen példdul a,,=’% .
b,=n2, ekkor a,b,=n— + . Az (a,b,) konvergens is lehet ugy,

hogy lim a,b,>0: példdul a,,=% , b,=n esetén a,b,=1-1. Ha

(b,) konvergens, akkor nyilvan a,b,—~0 4ll fenn. Megmutatjuk
most, hogy ha csak annyit tesziink fel a (b,)-r6l, hogy korlatos
sorozat és az (a,) 0-hoz tart, akkor is igaz, hogy lim a,b,=0.

n-=*co

Ha ugyanis (b,) korlatos, akkor van olyan K=>0 szdm, hogy
minden n-re a

|bal <K
411 fenn. Legyen £=>0 és becsiiljilk meg az |a,b,| nagységat:
labd=la, bl <Kla,|<e,
&
K
gyobb n-ekre igaz, hiszen a,—~0. Eredményiink éppen azt jelenti,
hogy a,b,—~0.

59, Tegyiik fel, hogy lim |a,/= + > és igazoljuk, hogy az

n—

ha az |a,|<— egyenlStlenség fenndll. Ez alkalmas N-nél na-

( al ) sorozat 0-hoz tart. Adjunk meg egy £=0-t és becsiiljitk
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1
— -et:
n
1 1
e | == <8,
a, | la,l
ha csak az
la,/ >
€

egyenlGtlenség fennéll, ami alkalmas N-nél nagyobb indexekre
|a,| - + - miatt igaz.

Az allitds megfordit4sa, vagyis, hogyha‘-z—l——-O, akkor |a,|+ +

szintén igaz — az el6z8 gondolatmenet alapjin l4thaté.

60. Hogy az (a,) sorozat tagjaib6l 4ll6 szdmhalmaz nem kor-
latos feliilr8l, ez azt jelenti, hogy tetszGleges k természetes szim-
hoz van olyan ag,, tagja a sorozatnak, hogy a, >k és n,>n,_,.
Ha ugyanis valamilyen természetes szimra nem tal4lndnk ilyen
tagot, akkor a sorozat feliilr8] korldtos volna. Az igy kapott
(a,,) részsorozat nyilvin + oo-hez tart, hiszen tetsz8leges P szdm-
hoz megkeresve azt a természetes szdmot, amelyre k,=P &ll
fenn, ez a k, j6 lesz kiiszobindexnek, mert ha k> ky, akkor a, >
>k=k,=P igaz.

61.a) A 7 legkisebb, csupa 9 szdmjegybdl 4116 tobbszorose a
999 999=106— 1, méghozza 999 999 =17 - 142 857. Igy az,-71- tortet

a kovetkez8 alakban irhatjuk:
1142857 _ 142 857 1
77999999 106 L

108

Ebbdl 7Tea kovetkez8 végtelen tizedes tort el4llitast kapjuk:

L_

0,142 857. . .

<
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b) A 13-nak is a 999 999=106—1 a legkisebb csupa 9-b3l 4116
tobbszorose €s 999 999=13 - 76 923. Ennek alapjin a 123 igy
irhat6 fel:

2 153846 153846 1
137999999 106 1’
106

azaz végtelen tizedes tort alakban:

2 B .
—1—3——0,153 846. ..

62. Végtelen triadikus tort egy olyan
0,010, ... a,...

alaku jelsorozat, ahol @, minden n-re a 0, 1, 2 szdmjegyek vala-
melyike. Az adott triadikus tort értékén azt a valds szdmot értjiik,
amely az

a, a; 4 a, a, a

3 . .—3—-—|—§5’ seey —§-+'3—2+..+"3-;, “e

(konvergens) sorozat hatarértéke. Nyilvdn minden ilyen triadi-
kus tort értéke [0, 1]-beli valds szam. A tizedes tortekkel kap-
csolatos bizonyitds mintdjara igazolhatd, hogy minden, a [0, 1]-
be tartozd, 1-t6l kiilonb6z6 valds szam felirhatd olyan végtelen
triadikus t6rt alakjdban, amelyben végtelen sok 2-t651 kiilonboz6
triadikus jegy van. Ha azokat a triadikus torteket is megenged-
jik, amelyben valahonnan kezdve csupa 2 jegy szerepel, akkor
az olyan szimokat, amelyek a

0,qia, ... 0,00 ...,

,.véges” triadikus tort alakban irhat6k, ahol k=1 és a, az utols6
0-t41 kiilénboz6 jegy, még igy is irhatjuk:

0, aa,...a22 ...,
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ahol a,=a,—1 és utdna csupa 2 jegy 4ll. Péld4ul az é triadikus
alakja
0,0111 ...,

mert

pee\ 32 33 3n
_1 1 1
"3 1 6

1-3

A 0,121212... triadikus tort értéke pedig a kovetkezd:

(1. 2 1 2 1 2
"lin3°(§+?2+§+_§;+'”+ 32n—l+ 32n>=
. (12 1 1
——"ll_.r.ri<§+'§§>(l+?2+...+37_2‘)=
5.1 5
"9 1 8§

=z

Ez utén a bevezet§ utdn térjiink 4t a feladat megoldaséra és
el8szor is hatdrozzuk meg h, értékét. Osszuk fel a [0, 1] inter-

12

vallumot az 303 szamokkal hirom, ; hosszisagh részinterval-
11].

lumra. A [0, §] intervallumba tartozd valds szamok felirhaték

végtelen triadikus tort alakjdban Gigy, hogy a 0 uténi elsd jegy 0

. 1 .. .
még az §=0,022... triadikus tort is 11yen>. Hasonl6an a

2 .
3 1] intervallumba tartoz6 valds szimok olyan triadikus tort
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alakban irhatok, ahol a 0 egész utani elsG jegy 2<§=0,2...;

1=0,222.. ) Az % R g nyilt intervallumba tartozd valos szi-
mok viszont csak olyan alaku triadikus tortként irhaték fel,

12
3’3
intervallumot. A mdsodik lépésben a megmaradt két zrt inter-

ami igy kezdédik: 0,1. Hagyjuk el tehat a [0, 1]-b61 az (l

vallumot osszuk fel az % , % ,ill.a g , g szdmokkal hdrom-hdrom

részintervallumra. Az el6z8 gondolatmenethez hasonléan latha-
. 1112 1], 2 7118 .

td, hogy a [0, §:|, [§ , §:| ill. a [§ , 5], [5 , 1:| intervallumok-

ba tartozé valds szamok felirhaték olyan triadikus tort alakja-

ban, ahol a 0 egész utdni mésodik szdmjegy 1-t8l kiil6nbo6z8.

Az -1-,-2- , 11l z,§ intervallumok elemei viszont a 0 egész
9’9 9’9

utdni mdsodik helyen az 1 szdmjegy felhasznéldsdval irhaték

triadikus alakban. Igy a mésodik 1épésben kapjuk meg ezeket

az intervallumokat, ezek egyiittes hossza 2 - % (21. 4bra). A meg-

1 1 1
9 3 ]
i p—r—

F———¢ ——— —p
o 1 2 1 2 1 8
9 9 3 3 9 9 21. ébra

maradt mtervallumokba tartozé valdés szdmoknak van tehét
olyan triadikus tort alakja, amelyben a 0 egész utdn az els6 két
helyen 1-t81 kiilonb6z8 jegy szerepel. Az eljarast igy folytatva

l4thaté, hogy az n-edik lépésben 27—! darab -31—,, hosszuségu
nyilt részintervallumot kell elhagynunk ahhoz, hogy a megma-
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rad6 szamoknak legyen olyan triadikus tért alakja, ahol az elsé
n helyen a 0 egész utdn 1-t61 kiilonb6z6 jegy van. Az igy meg-
maradé intervallumok h, Gsszhosszat gy kapjuk, hogy 1-b8l
kivonjuk az elhagyott részintervallumok hosszdnak Osszegét:

3'°9 37 3

2 n
1.2 201 1 "(3) 2\~
h,=1—(s+z+... =1l—z —4L ==
n ( +s+...+ ) 1 3 > ()
Ebbdl mér nyilvanvald, hogy
Iim h,=0.

A kapott eredményt ugy értelmezhetjiik, hogy a [0, 1] inter-
vallumban csak ,,0 6sszhosszisdgli” azoknak a pontoknak a hal-
maza, amiknek van olyan triadikus tért alakja, amikor az 1jegy
nem szerepel. Ezt a halmazt Cantor-halmaznak is nevezik.

63.a) A kovetkez§ 4talakitassorozattal célhoz ériink:

8 1 .
g=—7; @ lanctértjegyek: 0, 1, 8.
147
8
13 3
b) =2+i=24to=24 SRy
1+3 14 —7
3 1+1
2
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14— 1+
1+3 1+—

1+5

a kapott lanctort jegyei: 0,2, 1, 1, 1, 2.
64.a) Irjuk fel az %2 véges lanctort alakjat:

T
34+—
141
2
Az euklideszi algoritmus két pozitiv egész szim legnagyobb ko-
z8s osztbjanak megkeresésére szolgal. 44 és 56 legnagyobb k6z6s

osztbjat a kovetkez6 mddon kereshetjiik meg:

56=44-1+12
44=12-3+8
12=8-1+4
8=4-2.

Kénnyen ellendrizhet8, hogy a felirt maradékos osztési eljaras-
ban az utolsé nem 0 maradék, a 4 szolgéltatja 44 és 56 legna-
gyobb koz8s osztojat (figyeljitk meg az eljarést: az els6 1épésben
az egyik adott szdmot osztottuk a mésikkal, a kovetkezS 16pé-
sekben pedig mindig az el8z8 osztdét osztottuk az el6z6 mara-
dékkal).

Eszrevehetd, hogy a kapott lanctortjegyek: 1, 3, 1, 2 rendre
megegyeznek az osztasi eljards sordn kapott hdnyadosokkal.

b) A bizonyitandd 4llitdsnak az a része, hogy a véges lanctort
alakban felirhat6 valds szdmok racionélisak, nyilvdnvald, hiszen
egy véges lanctdrt olyan ,emeletes tort”, amit azonos atalakita-

128

sokkal g alakra hozhatunk, ahol p és g egész szdmok. Igazoljuk,
a
b
egyeznek az (a, b) legnagyobb koz6s oszté megkeresésére szol-
galod euklideszi algoritmusban kapott hdnyadosokkal.

Az a, b szdmokra (b=0) az euklideszi algoritmust altalaban
a kovetkezG alakban irhatjuk fel:

hogy 4ltaldban is az - tort véges lanctort alakjidnak jegyei meg-

a= bq0+ rl,

b=rg+nr,

rn=ryq,+r;,

rp—2= rn—lqn—l + rm

T =Ty " Gy
ahol ¢,=0, q, ..., g, pozitiv egészek, r,>r,>...>r,>0ésr,
az utolsé nem 0 maradék. Igazolhatd, hogy r, valdban a és b
legnagyobb ko6z0s osztdja. Mi csak az elGbb kimondott Allit4st

igazoljuk. Osszuk végig az elsG egyenlGséget b-vel, a masodikat
ri-gyel, s i. t. az n+ 1-ediket r,-nel:

a ry
5—40'*'7 ’
b r,
E_ql Ea
r_ 3
r_z"—q2+'r_2' ’
:n—2 =qn—l+ rr >
n—1 n—1
T'n—1 =q
r ”

A most felirt egyenlGségekb8l mar egyszeriien kovetkezik %
lanctort elGallitdsa:
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B |
+.__.
dn

ami éppen a bizonyitandé 4llitast adja. Ezzel egyszersmind az is

kideriilt, hogy barmely pozitiv, g racionalis szAm véges 14nctort

alakban irhato.

65.a) Az

1
1
1
2+...

1+
2+
2+

végtelen lanctort az

1
ﬂl=1+§
1
an+l=1+ 1+a

rekurziv definiciéval megadott sorozat hatarértéke. Err6l a soro-
zatrdl mir a gyakorld feladatok soran kapott altaldnos ered-
ményekbdl tudjuk, hogy konvergens. Hatdrértékét, vagyis a
lanctort értékét a kovetkez8 egyenletbdl tudjuk meghatarozni:

x=14+—,
ahonnan x=}2.
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b) Az

1
1
1
1
1
34...

1+

2+
3+
1+
2+

14nctort példdul a kovetkez8 rekurziv definiciéval adhaté meg:

al=1+'1_1
243
a"+1=1+ 11
24—
34—
a

Az (a,) sorozat nyilvan részsorozata a lanctért kozelits tort-
jeibdl all6 sorozatnak, igy konvergens és hatarértéke a lanctort
értéke. Az x hatarérték a kovetkez8 egyenletnek tesz eleget:

x=1+ 11
2+—1
3+-
x
ahonnan, mivel x>0, x=4—+7yi7— .

66. Egy lanctortet akkor neveziink periodikusnak, ha a lanc-
toért jegyeinek sorozata periodikus g,-tG1 kezdve, azaz, ha a
lanctért a kovetkezd alaku:
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q2+ 1
a5+

t— I
92 1

4.t

qr,t+...

Ennek a lanctortnek az értéke a kovetkezS rekurzidval definidlt
sorozat hatarértéke:

1
al=q1+_’—1—'— ’
gt ——
93+
1
qn
a,.1=q+ 1
n+1 1 q2+”. 1
+
b
dn-1 qn+an_ql
Az (a,) sorozat x hatdrértékét az
x=q,+ !
! @t
1
dntx—q,

egyenletb8l szamithatjuk ki. Ez az egyenlet a jobb oldalon 4ll6
kifejezés azonos atalakitasaval
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_ax+b

“ex+d
alakra hozhatd, ahol g, b, ¢, d egész szdimok. Ebbdbl kévetkezik
madr, hogy x egy egész egyiitthatés méasodfoku polinom gyske.

67. Legyenek x és y irracionélis szdmok, (r,) és (s,) pedig
olyan raciondlis szdmokbdl 4116 sorozatok, amelyekre r,—x és

s,~y igaz. Ekkor a 30. gyakorl6 feladat szerint a™—a*, a*"—~a’,

a™tsn~a**’ (hiszen r,+s,~x+y). A racionalis szimokra érvé-
nyes az egyenl8 alapu hatvanyok szorzdsira vonatkoz6 azonos-
sag, tehat minden n-re:

a’n . a3n=a’n+ln.

Konvergens sorozatok szorzata is konvergens és hatarértéke a
tényezGk hatarértékének szorzata, ezért az el3z8 egyenl8ségbll
ezt kapjuk:

a*-a’= ax+y’

és ezt kellett igazolnunk. A t6bbi esetet hasonlé médon lehet
elintézni.

68. A 31. feladatbél tudjuk, hogy minden n>1-re igaz a ko-
vetkez§ egyenlGtlenség:

<1+1)"<e< <1-+———1 )".
n n—1

Ebbél ekvivalens 4talakitdasokkal az

1
e"—1

1 kifejezésre a kovet-
n

kez8 becslést kapjuk :
1

e"—1 n
<<

n
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Mivel lim ~"—=1, a ,rendGrszabély” szerint:
L
lim &=L L.

n— oo

!
n

69. Hasznéljuk fel itt is a 31. feladatbdl ismert

n n41
<1+1) <e<(1+1) ¥
n n

azonossigot. EbbSl az In x fiiggvény szigorii monoton ndvése

miatt;
In (1 + l)
n

ln(l-i-l)
n
—_—_— 7

1
n+1

Ebbdl, az egyenlStlenség két—Kkét oldal4t kiilén-kiilén figyelem-
be véve a kovetkez8 becslést kapjuk:

ln(l +1>
n

bl 1 !

n
ahonnan a ,,rend8rszabaly” szerint:

ln<1+1>
n
1

n

bl

lim

n-*oco

=1.
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70. Az 5. feladat szerint az ¥'n sorozat a 3. tagtdl kezdve szi-
gortian monoton fogyd, tehat n=3-ra
n__ n+l
Vn > Vn+l.

A logaritmusfiiggvény szigoriian monoton névs, tehdt n=3-ra:
Inn - In(n+1)
n n+1

Inn fe e . . , .
Az - sorozat tehdt szigorian monoton fogyd, alulrél korla-

tos, mert minden tagja pozitiv, tehat konvergens. Jel6ljitkk a
hatarértékét x-szel. Ekkor a péros indexii tagokbdl 4116 részso-
zat is x-hez tart:

In(2n) _ lim (ln2+1 lnn>=ix.
2n

x=lim n 2 n )72

n=oco

n—= o

A kapott egyenletb8l x=0, tehat
lim 27—

n— e n

71. Részletesen kiirjuk a sorozat n-edik tagjat és kozben fel-
hasznéljuk az

1 (k—1)(k+1)
ln(l—F)=ln ——kz———=

=In(k—1)—21In k+In (k+1)
azonossagot:

In1-21n2+1In3+

+In2—-2In3+In4+
+In3—2In4+In5+
+In4—2In5+In6+

+In(n—2)—2In(n—1)+Inn+
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+ln(n—1)—-2Inn+In(n+1)=
=—In24+In(n+1)—Inn=

=—In2+In (1+1).

Mivel a 69. feladatbol kovetkezik, hogy lim ln(l—i- ) 0,

lim Infl-=]=—-In2.
n=occ k;z ( k2>

72, Vizsgéljuk el8szor a paros indexii tagokbél 4116 részsoro-
zatot. Ez igy alakithato 4t:

111 11

1=5+3—3t 1 o

11 1 /11 1

F145+ 3t ts 2(2+4+ -+ )~
1

_ 11 1 1
=ttt (1+2+ +)

A 32. gyakorl6 feladat eredményét abban a form4ban hasz-
naljuk fel, hogy
1

1
1+§+ ...+—=ln n+c+e,

ahol ¢ az Euler-féle konstans, ¢, pedig egy konvergens, 0-hoz
tarto sorozat. Ennek az osszefuggesnek a felhaszndlasaval a vizs-
galt részsorozat igy irhat6:

11 1 1
BEF A LT s i

=In2n+c+ey,—(Inn+c+e,)=
=In2+¢,—¢,

ahol &,,~0, £,—~0 miatt &,,—¢,~0, teh4t:
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. 11 1 1)\
32‘!’]@(1—5‘!‘5—.. +2n 1 2) In 2.

A péaratlan indexii részsorozat hatarértéke ezek alapjén:
: 1.1 1 1, 1 )\_
: :Tl(l_i-'-g—"'+2n—1_§)—1+2n+1)—
. 11 1 1
‘3ﬂ<l“i+§‘~-+m—_‘1‘ﬂ)+

1
+ "llrr:o 2—+1~—1n 2.

fgy a két részsorozat ,,0sszefésiilésébdl” ad6d6 sorozat is kon-
vergens €s

: 1,1 AN
"lg’rl(l—-§+§-— et (=1 '—1>-—1n 2.

73.a) A 72. feladatban alkalmazott Aatalakitdsbol lathatd,
hogy

1 11 1 1
I=5t3= 3t Fmi
1 1.1 1 1 1\ _
——l+§+.. = + +1+ +2 <1+§+"'+ﬁ)_
1 A +1
n+1 2n

Ebbd] rogton kovetkezik, hogy

. 1 1
Jl—’nl<m+...+§;)—]n 2.

b) A sorozat n-edik tagjat alakitsuk at a kovetkez6képpen:

11111 1 1 1
Wy—ststi st a3 taa

1 11 1 1 1 1
B R B SIS S W e P o
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1 (1.1 1 11

+"'+4n——1_<1 3v3Tt +2n—1“2—n)+
1 1 1 1

+ 2n+1+2n+2 +4n—1 4n>

1 ) |

2\n+1 2n

Szamitsuk ki az 4talakit4s felhaszn4lds4val a hatarértéket :

. 1
llm(1+ 1+1+1 L SR 1)

no oo 32757774 4n34n-—1 2n
=n]£“l(1"% ; e 1 21n>+

+JT1(2 %l-l+2n{!-2 41n>_

—nlirz ;( -}—1+ +21>—ln2+1n 2——%ln 2=
=%ln2.

¢) Irjuk ki részletesen a sorozat n-edik tagjat a kovetkezd 4t-
alakités felhasznal4séval:

1 4 11 1 1
K@E—1)  d4e—1 k 2k=1' k1 2k’
L -

=145-20 5+

+-§-+%—2 ‘11+

b2t

. 1 L,
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L SIS S Y
2n—1 2n+1 2n~
=2(1_1+1 L, .t t. 1 )_1_ 1

3 4 2n—1 2n 2n+1 2n+1
Innen mér 14thato, hogy

lim 3 =22l

74. Az 1+ 212+ 312+ + 1 5 sorozat monoton ndv8. Igazoljuk,
hogy korlatos is. Becsiiljiik felulrol a sorozatot:
1 1 1
I+ 5+t to=
1 1 1
<l4+— i- 2+ 3.3 =t tT—
1 11 1 1 1

+1-— 2 5 3+...+nT———2—;<2.

A sorozat tehit konvergens.

75.a) Elsé megoldds: teljes indukcidval igazoljuk egyszerre a
két azonossdgot. n=0-ra nyilvidn mindkettS fenndll. Tegyiik fel,
hogy n-re igazak, mutassuk meg, hogy n+ 1-re is fenndllnak.
Ehhez hasznéljuk fel, hogy

sin 2n+ 3)a=sin [(2n+ 1)a+2a] =

=sin (2n+ 1)xcos 2a+cos (2n+1)a sin 2x=

=sin (2n+ 1)x(cos? a—sin?x ) +cos (2n+ 1)x2 sin « cos «,
cos (2n+3)a=cos [(2n+ 1)a+ 2] =

=cos (2n+ 1)acos 2a—sin (2n+ 1)« sin 2a=

=cos (2n+ 1)x(cos? o —sin? «)—sin (2n+ 1)«2 sin x cos «.

Ebbd], az indukcids feltevést felhasznélva és alkalmazva a bino-
miélis egyiitthatokra vonatkozo6 kovetkez8 Osszefiiggést:
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2n+1 2n+1 2n+1\_ [2n+2
() () G)-()
(A2 2n+3)

k+1 ) \k+1)

éppen a bizonyitandé azonossidgokat kapjuk. A részletes szi-
molast itt nem végezziik el.

Madsodik megoldds: Alkalmazzuk a cos a+1isin @« komplex
szdm 2n+ 1-edik hatvdnydnak kiszdmit4sira egyrészt a Moivre-
tételt, masrészt a binomiilis tételt. Ezutan figyelembe véve, hogy
két komplex szdm akkor és csak akkor egyenlS, ha kiilén a
valés és kiilon a képzetes résziik egyenld, éppen a bizonyitandd
azonossagokat kapjuk.

b) Az el6z6, a) feladatban igazoltuk, hogy

sin 2n+1)a= 2”: 1)cosz"ocsin x—
- <2n;~ 1)cosz"‘zocsin3 o+ ...+ (—1)%sin?"+1 .

Osszuk végig az egyenlGséget sin2"+! a-val:
sin(2n+1)a _ (2n4+1)(cosa |\
sin?tta ~ \ 1 sin «

2n+1)\ [ cos a \2"—2 n
(e,

. cosa . ., . . .
ami ctg o= P miatt éppen a bizonyitand6 azonossag.

¢) A b) feladatban bizonyitott azonossag jobb oldala a ctg? «-
nak egy polinomja. Ha ebben az azonossagban « helyére rendre
a 4 2n nmw

2n+1’2n+1" """ 2n+1
bal oldalon 4116 tort szdmlaléja O lesz, hiszen:

kn
2n+1

szamokat helyettesitjiik, akkor a

sin (2n+1) =sin kn=0,
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hak=1,2,...,n Ezérta

(2":'1>x"—<2";'1)x"-‘+...+(—-1)"

polinom gyokei az elSirt n darab kiilonb6z szdm és csak ezek,
mert a polinom n-edfoku és egy n-edfoki polinomnak legfeljebb
n kiilonb6z8 gybke van. (Az hogy az elbirt szimok mind kiilon-
b6z8k abbél koévetkezik, hogy ha k=1, 2, ..., n, akkor a

ke alaki szdmok 0 és = kozé esS kiilonboz3 szadmok, és hogy
2n+1 2
, FEAW .,
a ctg x fiiggvény a (0, 5) intervallumban szigoriian monoton

fogy.)

d) A két Osszeg koziil elGszor az elsGt vizsgdljuk. Az Osszeg
tagjai éppen az el8z8, c) feladat megolddsdban taldlt polinom
gyokei. Haszndljuk fel a polinom gyokei és egyiitthatdi kozti
Osszefiiggést, vagyis azt, hogy egy n-edfokd polinom gyokeinek
Osszege az (n— 1)-edfokii tag egyiitthatdjanak ellentettje, osztva
az n-edfoku tag egyiitthatdjaval. A mi esetiinkben tehat:

11
2n+1

2n+1
_ 3 _n(2n—1)

2n+1 3
1

A midsik Gsszeg atalakitdsdhoz haszndljuk fel az

2n 7
ctg? +ctg? m-ﬁ- ... +ctg? =

2n+1

1 sin’a+cos’a

— — 2
sin2 « sin2 « 14-ctg®e
azonossagot:
1 1 1
+ +.. =
sin? —~ sin? 2n sin2
2n+1 2n+1 2n+1
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27
= 2 2 =
n+ctg o™ +1+ tg? mr1 +1 ..+ctg rl
+ n(2n—1) 2n(n+1)
B 37 3 ¢
e) Legyen 0< a<g. A 22. 4brén egy orig6 kdzéppontu, egy-
A
/ o
|

F/

22, dbra

ségsugaru kort rajzoltunk. Itt a PA iv hossza a és a szogfiiggvé-
nyek definicidja szerint PR=sin «, PQ=tg « (PQ a kort P-ben
érinti). A P’ a P-nek az x tengelyre vonatkozé tiikorképe, igy:

PP’'=2sin «,
PQ+QP'=2tga.

Hasznéljuk fel azt, hogy definicié szerint a ko6riv hossza a koér-
ivbe irt torottvonalak hosszdnak felsG hatara. Ezért, mivel PP’
egy a PAP’ ivdarabba irt tor6ttvonal (és van ennél hosszabb
beirt térottvonal is pl. ilyen volna a PA és AP’ szakaszokbdl
allo):

2sin a<2 e.

A PQ és QP’ szakaszokbol 4116 toréttvonal hossza a PAP’ ivbe
irt toréttvonalak hosszanak egy fels§ korlatja (ennél még kisebb

142

fels6 korlat is van), igy a beirt torGttvonalak hosszdnak fels
hatdrdnél, vagyis az ivhossznal nagyobb, tehit:

2<2tg a.

E két egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy
0<sin a<a<tg a,

ahonnan

1

—_— =ctg a>0,
S « a tg

majd négyzetre emelve

. 2
sinla o2 O %

ha 0< oc<72—z .
f) Alkalmazzuk az e) feladatban bizonyitott egyenlGtlenséget

a=—k—n—-re (k=1,2,...,n):

2n+1

1 @n+12 , ka
P e TR &

2n+1

ha k=1, 2, ..., n. Adjuk Ossze ezeket az egyenlGtlenségeket és
alkalmazzuk a d) feladatban kapott azonossagokat:

2n(n+1) >(2n—i— 12 (2n+1)? 2n+ 1)2
3 1272 272 T p2a?
- n(2n— ll '
3

Ebbdl, ekvivalens atalakitasokkal az 1+ 212—!- + ! klfejezesre

a kovetkez6 becslést kapjuk:
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n? 2n(n+1) 1+ + +1 7t n(2n—1)

3 @n+1p T3 Cnrr

Mivel
. 2n(n+1) .. n@2n—1) 1
I = M a3
a ,,rendGrszabély” alapjan azt kapjuk, hogy:

tim (1 1 +1 &1 24
,,Ell +22+ )6 "
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II. EGYVALTOZOS FUGGVYENYEK
HATARERTEKE

1. Fiiggvények és grafikonjaik

Ebben a fejezetben valés valtozos, valds értékil fiiggvényekkel
foglalkozunk, azaz olyan fiiggvényekkel, amelyek a valds sza-
mok egy részhalmazat — a fiiggvény értelmezési tartomdnydr —
a valds szdmok egy részhalmazara — a fiiggvény értékkészleté-
re — képezik le. Részhalmazon itt mindkét esetben magét a hal-
mazt is értjiikk. Fiiggvények jelolésére dltalaban az f, g, h stb.
betiiket fogjuk hasznélni. Az f(x), g(x) jelek az f, ill. a g fiigg-
vénynek az x valds szdmhoz rendelt értékét jelslik. Gyakran
magat a fiiggvényt is f(x)-szel, g(x)-szel, h(x)-szel jeloljiik, igy pl.
beszélni fogunk az x? fiiggvényrdl, a sin x fiiggvényrél stb. Fiigg-
vényeket — a sorozatokhoz hasonléan — sokféle médon adha-
tunk meg. Igen gyakran egy képlettel adunk meg-egy fiiggvényt,
pl. V1—x2, &s ezt ugy értjiik, hogy az adott fiiggvény értelmezési
tartomanya mindazokbél a valés szimokbdl 4ll, amire a képlet-
nek értelme van (itt a [—1, 1] intervallum az értelmezési tarto-
many). Gyakran azonban egy utasitds definial egy fiiggvényt.
Példaul f(x) legyen az a fiiggvény, amely az x oldalhossziisaga
szabalyos haromszog teriiletének értékét adja meg. Természe-
tesen f(x)-nek csak x>0-ra van értelme. Ezt az f(x)-et képlet-
tel is ‘megadhatjuk:

f(x)=g x2, ha x=>0.

A kovetkezSkben el8szér az lesz a célunk, hogy elemi eszko-
z0k felhasznédlasival tapasztalatokat gyijtsiink fiiggvényekr6l.
Példdkat fogunk nézni fiiggvények kiilonb6z8 megadésira és
sok fiiggvény grafikonjat fogjuk felrajzolni. Ismertnek tekintjiik
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az f(x)=c (c tetsz6leges konstans), x, x? és ! fiiggvényeket és
grafikonjaikat (23., 24., 25. és 26. 4brék).

A
y=c
»
23. 4bra
A
~\”+
>

24, 4bra

_ Az |x] fiiggvényt az 1. fejezet 1. pontjdban mér definidltuk.
Ertelmezési tartoménya a valds szdmok halmaza, értékkészlete
a nemnegativ valds szdmok halmaza (27. 4bra).

Egy tovabbi egyszertii fiiggvény az ,,x egész része” vagy ,.entier
x” (olv.: ,antyié x”) fiiggvény, amelyet igy jel6liink: [x] és a
kovetkezd definiciéval adhatunk meg: [x]=n, ha n az az egész
szam, amelyre az n= x<n+ 1 egyenlGtlenség igaz. Az x fiiggvény
értelmezési tartoménya tehat az sszes valds szam, értékkészlete
viszont az egész szimok halmaza. A fiiggvény képét a definicié
alapjan konnyen felrajzolhatjuk (28. dbra).
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10*

26, abra

25. abra
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27. 4bra

w

Gyakorlo feladatok

1. Abrézoljuk a kivetkezd fiiggvények grafikonjat:
a) x-[x;
b) x-[x];

c)
e
x X
1]

e) x|—|.
X

Megoldas :

a) A fiiggvény grafikonjit az x és az [x] fiiggvények grafikonja alapjén
lehet konnyen megrajzolni (29. 4bra).

b) Az x- [x] fiiggvény értéke ha 0=x<1, akkor [x]=0 miatt x- [x]=0.
Ha 1=x<2, akkor [x]=1, igy x[x]=x, ha —1=x<0, akkor [x]=-1,
igy x[x]= — x, 4ltaldban ha n=x<n+1, ahol n egész [x] =n, tehat x[x]=nx.
A fliggvény képét a 30. 4bran rajzoltuk meg.

X . .
c) Az ﬁ a [0, 1) intervallumban nincs értelmezve, hiszen itt [x]=0.

X,
Minden mds helyen értelmezve van és ha n=x<n+1, ahol n# () egész szdm,

x
ekkor [—x]-=— . A fiiggvény képe a 31. dbrdn lathato.
x] n

1 1
d) El6szor az [—:\ fiiggvény viselkedését vizsgaljuk. Ha n=-<n+1,
X x
, 1 3 1 1
n egész szam (n#0, —1), akkor | - | =n. Az egyeniStlenség az -=x>——
X n n+1
. 1 . 1 -
esetben igaz. Ha x>1, ekkor 0<-<1 miatt | - | =0, végiil ha x=-1,
x

1 1
akkor 0>-=—1¢és l:—]=—l.
x x

1 1 1
Ezek alapjén az —— [—] fliggvényt az — fiiggvény gorbéjének darabjai-
X X X

bol allithatjuk el6 (32. dbra).
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y=x[x]

150

-2

32. 4bra

30. 4bra

1 1
e) Az x[—] fiiggvény grafikonjat szintén az I:-] fiiggvény értékeinek
X x

figyelembevételével allithatjuk Ossze (1. a d) feladat megoldédsat). A grafikon
egyenes darabokbél, pontosabban félegyenesekbdl és szakaszokbol 4ll
(33. 4bra). (A szakaszok egyik végpontja az y=1 egyenesre, mdsik vég-
pontja az y= — x+1 egyenesre illeszkedik.)

>
33, dbra
2. Vazoljuk a koévetkezd fiiggvények grafikonjat:
a) ¥x;
b) Vx=Txl;
c) Ix+3l+1x-2|;
d) |x2+x—6|;
e) 13x|-x2;
x]4+2
7 Ix|-2 ‘ ’
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34, abra

g ad (ﬁ 2

Sz ! 23 3 sora
A
N
\*‘/\'
Re
v
>
N
5
" >
2 36. 4bra
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Megoldas :

a) A Vx fiiggvény az x? fiiggvény [0, + «) intervallumhoz tartozd 4g4-

értelmezve, értéke is nemnegativ és (Yx)?=x. A fiiggvény grafikonjit az
inverz fiiggvény tulajdonséga szerint Uigy kaphatjuk meg, hogy az x2 fugg-
vény grafikonjanak a [0, + =) intervallumhoz tartoz6 agat az y=x egye-
nesre tiikkrozziik. A Vx fiiggvény értelmezési tartoménya és értékkészlete is
[0. + =) (34. 4bra).

b) Az [x] fiiggvény definicidjat felhasznalva, ha az n egész szamra

n=x<n+1 igaz, akkor ¥ x—[x]=V x—n, amibdl kovetkezik, hogy a fiigg-
vény mindeniitt értelmezve van, hiszen n+1>x=n miatt 1>x—n=0¢s a

fuggvény grafikonjit a V?fiiggvény grafikonjanak a [0, 1) intervallumhoz
tarioz0 darabjabol 4llithatjuk Ossze (35. dbra).

¢) Az |x| definiciéja alapjan a fiiggvényt.a kovetkezd alakban irhatjuk:

—2x-1, ha x<-3,
|x+ 3|+ [|x=2|= 5, ha -3=x<2,
2x+1, ha 2=x.
A fiiggvény grafikonja a 36. abran ldthato.

d) Az x2+x—6 polinom két gyoke —3 és 2. Mivel az x2 egyiitthatoja
pozitiv sz4m: 1, a fiiggvény értéke a két gyok kozott, tehat a (— 3, 2) inter-
vallumban negativ, a (— =, —3] és [2, + =) intervallumban nemnegativ.
A; abszolut érték definicidja alapjan az 4brazolando fiiggvényt igy irhatjuk
tehat:

x>+x—6, ha x=-3 vagy x=2,

2
]
b x =6l —x2—x+6, ha —-3<x<2.

A fiiggvény grafikonjit ennek megfelelden paraboladarabokbdl rakhatjuk
Gssze (37. abra).

e) Az abszolut érték definicidjanak felhasznalasaval irjuk ki részletesen
az abrazolando fiiggvényt:

3x—x2, ha x=0,
[3x] - x2=
—3x—x2, ha x<0.
A fiiggvény grafikonja tehdt paraboladarabokbdl all (38. dbra).

f) Az el6z6 feladatokban alkalmazott modszerrel itt is irjuk ki két 1é-
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y=lx2+x—6]

K S ——

39, 4bra

37. 4bra

)’=l3x|—-—xZ

38. bra 40, 4bra
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27X 6 | ha—d<x<0
—_—=——1, a —4<x<
Ix|+2 4%x x+4 =5
———, ba |[x|<4,)
4—|x| x+2 6
=———1, ha 0=x<4,
|x[+2 l4—x 4—x
|x]—4 x+2 6
——=——+1, ha x>4,
|x|+2 x—4 x—4
] ha le>4)
Ix|—4 1x-2 6
——=1———, ha x<-4.
x+4 x+4

) | cps
Ennek alapjan a fiiggvény grafikonjat az - fiiggvény transzformécibival ka-
' x

pott fliggvények grafikonjanak darabjaibdl llithatjuk ossze (39. 4dbra).

Az 1. fejezet 4. pontjidban definidltuk a pozitiv valés szdmok

rrs 01

irraciondlis kitevGjli hatvanyat. Ennek alapjan az e* fiiggvény

tulajdonsagait is vizsgdlhatjuk. [Az e szam az <1+%> sorozat

hatérértéke, 1. 1. fejezet 3. pont |. A fiiggvény értelmezési tarto-

ménya (—eo, + o) értékkészlete a (0, + o) intervallum (40.
4bra). Az e* fiiggvény az egész szdmegyenesen szigorian mono-
ton novd, inverz fiiggvényének, a log, x=1In x (41. 4bra) fiigg-
vénynek értelmezési tartomanya (0, + o) értékkészlete (— oo,
+ o0).

Sziikségiink lesz a jol ismert sin x és cos x fiiggvényekre is
(42. és 43. abra). MindkettS értelmezési tartoménya a teljes
szdmegyenes, értékkészlete [— 1, 1], mindkett8 2z szerint perio-
dikus, azaz a

sin (x+2n)=sin x
cos (x+27)=cos x

egyenlSségek minden x-re fennéllnak. E két fiiggvény szoros
kapcsolatat a

. T
COS X=SIn 5-!— x)

is kifejezi.
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41, 4bra
A
..1 .
=SIn X
n Y 3
N 2 2
-’—2’_ j\,-/z.‘
-1+
42, 4bra

- ,
2
N

43, 4bra

\—: cos X
- -
>
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A

T

"’li’

| y=arc cos x

Ny .

-1
—>

y=arc sin x

k(3 - ) g

44, bra 45, dbra

A sin x fiiggvény a [——g , g’] intervallumban szigordan mo-

noton novy, itt van inverz fiiggvénye: arc sin x (olv. ,,arkusz
szinusz”) (44. 4bra). Az arc sin x fiiggvény értelmezési tarto-
4

manya a [—1, 1], értékkészlete a [——g '3 intervallum. A cos x

fiiggvény a [0, n] intervallamban szigoriian monoton fogyo, itt
van inverz fiiggvénye: arc cos x (olv.: ,,arkusz koszinusz”) (45.
4bra). Az arc cos x fiiggvény értelmezési tartoménya a [—1, 1],
értékkészlete a [0, ] intervallum.

A tg x és ctg x fiiggvények = szerint periodikusak. A tg x ér-

, . p T . YR T
telmezési tartomanya a §+ kn alaku szdmok kivételével a valés

szamok halmaza, ahol k tetszGleges egész szdm, értékkészlete
(— oo, 4 ) (46. 4bra). A ctg x fiiggvény a (kn, (k+ 1)x) alaku
intervallumokban van értelmezve, ahol k egész szdm, értékkész-
lete szintén (— <, + o) (47. 4bra).

T . , v

59 5) -ben szigortian monoton ndvS 4ga van,
ehhez tartozé inverz fiiggvénye az arc tg x (olv.: ,,arkusz tan-
gens”) fiiggvény (48. 4bra), amelynek értelmezési tartomdnya

Atgx-nek a <—
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_______________ b~ ———
o
i Bl
>
<
(30
/ |
4 ¥
—_——— RN ——————
4
]
3
o
-
>
—————————————— FRlN————
\ ‘

47. 4bra

46. 4bra
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A
*y
2
y=arctg x
N
| 4
48, dbra
A
z
2
y=arc ctg x
49, &bra
~1
50. abra

(— oo, + o), értékkészlete (-—g,g) Hasonlé médon a ctg x

a (0, m)-ben szigoruian monoton fogy, inverze az arc ctg x (olv.:
»arkusz kotangens”) (49. 4bra), értékkészlete (0, ).

Gyakorl6 feladatok
3. Abrazoljuk a kdvetkezs fiiggvények grafikonjat:
a) In|x];

b) 2+3l'""";

¢) lnjx-1;

d ) xlogx x

Megoldds :
a) A fiiggvény értelmezési tartomdnya a 0-t6l kiilonb6z6 valds szdmok :
In lxl={ In x, ha x>0,
In(-x), ha x<O.
A fiiggvényt ennek alapjan mar kdnny@ abrdzolni (50. dbra).
b) Az abszolut érték definicidja alapjan irjuk ki részletesen a fiiggvény
definici6jat:
2+37% ha o0=x=1,
243%% ha —1=x<0
24+3*7L ha x>1,
2+37* ! ha x<-1.

2+37 1 ha lxl_s.l{
2+3|l—|x|l _

2+3171 pha lxl>1{

A fliggvény képét a 3. fiiggvény gorbéjének egyes ,,darabjaibol” allithatjuk
Ossze (51. dbra).

c) Ismét azt az utat érdemes kovetni, hogy irjuk fel a fiiggvény defini-
cibjat esetszétbontéssal:

In(x—-1), ha x=2,
In(1-x), ha x=0,
—In(x—1), ha 1<x<2,
—In(1-x), ha O0<x<l:

In|x—-1], ha lx—llsl{
|ln |x—1]|=

~In|x—1], ha 0<1x—l|<1{
A fiiggvényt dbrazold gorbe az 52. dbran lathato.
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51. abra
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52. dbra

I
I
|
|
|
|
]
1

d) Alog, x fliggvény értelmezési tartomdnya a pozitiv, 1-t8l kiilonb6z6
valos szdmok (1 alapu logaritmust nem értelmeztiink), azaz a (0, 1) és

(1, + =) nyilt intervallumok. Ezekben mindeniitt log, x=1, tehat xlogx®=x,
ha x a (0, 1) vagy az (1, + =) nyilt intervallumok eleme (53. abra).

4. Abrazoljuk a kovetkezd filggvények grafikonjat:
a) [x]|sin nx|;
b) sin(arcsinx);

¢) arcsin(sin x);

1
d) arc tg x+arctg—.
X

Megoldas :

a) A sin znx fliggvény grafikonja Ugy szdrmaztathatd a sin x fiiggvény
képébdl, hogy a gorbét az x tengellyel parhuzamos irdnyban n-szeresére
zsugoritjuk, azaz a fiiggvény 0 helyei az egész szdmok lesznek. Az abszolut
érték alkalmazdsaval a sin zx fliggvény képének az x tengely ald esé részeit
tiikrozni kell az x tengelyre. Az [x] fiiggvény értéke két szomszédos egész
szam kozott dllando, igy médr megrajzolhatjuk az Osszetett fiiggvény képét
is (54. abra).

b) Mivel az arc sin x fiiggvény értelmezési tartomdnya a [—1, 1] inter-
vallum, a sin (arc sin x) fiiggvény is ugyanitt van értelmezve és értéke az
inverz fliggvény definicidja alapjan x (55. dbra).

¢) A sin x fiiggvény értelmezési tartomanya (— =, + =), értékkészlete a
[—1, 1] intervallum, igy az arc sin (sin x) fliggvény is mindeniitt értelmezve

T T, . . ..
van, értékkészlete a [—5 R E:I intervallum. A fliggvény 2z szerint periodi-

kus:
arc sin (sin (x+ 27))=arc sin (sin x)

tetszbleges valos x-re. Igy elég a fiiggvényt egy 2 hossziisag intervallumon

. . . n 3m|. T T
vizsgalni; valasszuk ki a 5 intervallumot. Ha =3 éxéi , akkor

az arc sin x definicidja alapjan:

arc sin (sin x)=x.
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)

_ylog,x

|
53. 4bra
4
3-_
y=[x]|sinzx|
24
14
-3 -2 —1
1 2
/14
—24
_3d
54, 4bra

y =sin (arc sin x)

>

55. 4bra

Ha-< 5—34 akkor ——=m—x<~ és sin (7—x)=si ezért
=, r ——=: sin 3 :

a—<x x - x)=sin x, ezér!

arc sin (sin x)=arc sin (sin (7 — x))=n—x.
Az elmondottak alapjan a fiiggvény grafikonjat az 56. 4brdn szemléltetjiik.

1
d) Az arctg x+arc tg - fiiggvény értelmezési tartoméanya a (— <, 0) és

(0, + =) nyilt intervallumok. El6szor vizsgdljuk a fuggvényt a0, +)
intervallumban és hasznéljuk fel a

. 4 1
_-—-a T e
& 2 iga
n 1
Bsszefiiggést, ami O<a<§ esetén érvényes. Mivel x>0, -=0 is all, igy
x

1 =
O<arc tg -<—, ezért
x 2

y =arc sin (sin x)

3x

2 >

b1
_ 7 ....2

B
B

56. abra
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4 1 1
tg| ——arctg- | = =x.
2 x 1
tg| arc tg -
X
n 1 I3 n .. e . I3 .
A -z-—arc tg — tehdt olyan, 0 és 3 koz06tti szdm, aminek a tangense x. Az
X
arc tg x a pozitiv x-ekre szintén ilyen szdm és mivel a tangens fiiggvény a
T
<0, 5>-ben szigortian monoton ndvs, ezért ez csak ugy lehet, hogy minden

O<x-re

k] 1
~—arc tg —=arc tg x,
2 X

azaz

1 =
arctg x+arctg—=—.
x 2

Mivel az arc tg x pératlan fliggvény, ezért ha x<0, azaz —x=>0, akkor

1 1 b1
arc tg x+arc tg—=— [arc tg ("‘x)+al'C tg(__)] =,
x x 2

Ezek alapjan a fiiggvény grafikonja két félegyenesbsl 4ll (57. é4bra).

s

1

y=arctg x + arc tg—x—

57. ébra
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5. Adjunk vézlatos képet a kdvetkezd fiiggvények grafikonjardl:
T

a) tg-;
x

.
b) xsin-;
x

1 =
c) -—-sin-.
x x
Megoldas :
«1 .
a) Keressiik ki el6szor a fiiggvény zérushelyeit: tg ;=0 akkor igaz, ha
n 1 1 L, nw B
-=kmn (ahol k= =1, £2, ...), azaz —-=k, x=-. A fiiggvény a —=§+ 4
x x k x

(k=0, +1, +2, ...) helyeken nincs értelmezve, azaz ott, ahol

2
REETEN N
4
i |
| I |
| | |
{ i ; 1! y=taZ
| | : {
| | | i
| \I 1)
| | _2'“1 } %
1 \5 |
]l 2 \T 1 %_ 2 1 2 ,
~2 -1 3}'7\{ 3|5\ 13
! L
| I
| |
| |
| | °
| |
| |
| I
!
58. dbra
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2
Két, szomszédos T alaku hely kozott a fiiggvény végig fogy, hiszen a

14
tg x szigoruan monoton né két, szomszédos §+ kz alaku hely kozott. Ve-
gyiik észre még, hogy a fiiggvény pératlan, azaz:
T b4
tg—=—tg-.
—-x x
Ennek alapjan az 58. abran lathat6 vézlatos képet kapjuk.

b) Itt is el6szor a fiiggvény zérushelyeit keressiik meg. Mivel x=0-ra
T

nincs értelmezve a fiiggvény, értéke csak ott lesz 0, ahol sin —=0, vagyis a
x

P2 1
-=kn (k=+1, £2,...), x=l-c helyeken. Azt is érdemes észrevenni, hogy
X
. .
mivel —1=sin-=1, ezért x>0-ra
x
3
—X=xsSIn-=Xx
X

és egyenldség csak ott 4ll fenn, ahol 'sinj-zl=l. Mis szavakkal
X

(k=0,1, 2,...)

. b T :z+2k . 2
sin—=x, ha -=--+2knu, vagyis x=
heiate X2 ol akr1

és

1 n 3z
in-—=— y h et s = k=0,1,2, eee)e
xsin-=-x, ha - 2+2k:z x= ( )

A fiiggvény péros fiiggvény, mert
. T .3
(—x) sin—=xsin-.
-X X

Ezek alapjn a fiiggvény grafikonjdnak vazlatos képét az 59. abrén rajzol-
tuk fel.

¢) A feladatot a b) feladat mintdjara oldhatjuk meg. A fiiggvény 0 helyei
1
itt is az z alakd szdmok (k=+1, +2, ...), x>0-ra itt is érvényes a meg-

feleld
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egyenl6tlenség és az egyenl®ségjel is ugyanazokon a helyeken érvényes,
mint a b) feladatban (60. dbra).

Feladatok
1. Vézoljuk a kovetkezd fiiggvények grafikonjat:

a) [%];

b) x2—[x?%;

¢) x+Vx—[x];

d) Vx+|x—1];
x—1

W
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=

60. abra

2. Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvények grafikonjat:

1
a) ln; 5

b) elnx
c) e

d) eI,
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3. Abrazoljuk a kovetkez§ fiiggvényeket:

a) V1-—sin?x;

b) x+arcsin (sin x);

c) %z— |arc tg (x—2)I,

. 2x
d) arcsin e
4, Vazoljuk fel a kovetkezs, sorozatok hatarértékeként defi-

nidlt fiiggvények grafikonjat:

a) lim sin®" x;

n=> oo

b) lim ‘/1+e"(""‘“, ha x=0;

¢) lim _1_n(_2n:|-_x__)_’ ha x=0.

5. Szemléltessiik a kovetkezd fiiggvény grafikonjat:

f(x)={

sinx, ha O0=x<n,
2 f(x—m) egyébként.

2. Fiiggvény hatarértéke és folytonosséga

Egy sor geometriai, fizikai, kémiai stb. fogalom szabatos defini-
cidjanak megadasakor azt tapasztaljuk, hogy olyan szabatos
matematikai fogalomra van sziikség, ami azt fejezi ki, hogy egy
adott fiiggvény értékei ,.kozelednek” valamilyen meghatarozott
szamhoz, amikor a fiiggetlen valtozé értékei ,.kozelednek” egy
rogzitett helyhez.

Nézziink néhany, ezzel kapcsolatos példat.
1. Tegyiik fel, hogy egy anyagi pont mozgasa soran a megtett Gt hosszat,

mint az id6 fliggvényét az f(x) fiiggvény irja le (x=>0). Egy a>0 rogzitett
idépontban akarjuk meghatdrozni a mozgd pont pillanatnyi sebességét.
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Ekkor a kdvetkezSképpen jarhatunk el. Vesziink egy x>a idépontot és ki-
szamitjuk az a-t0l x-ig eltelt idd alatt a mozgd pont 4tlagsebességét. Ez
nyilvan

WGEAG)

X—a

v(x)

A kapott atlagsebesség — ha az x —a ,.elég kicsi” — j6 kozelitéssel megadja
az a-beli pillanatnyi sebességet. Nyilvidn annal pontosabb lesz a kdzelités,
minél kdzelebb vélasztjuk az x idépontot a-hoz, v(x) annil jobban ,,meg-
kozeliti” azt a szdmot, amit az g id6pontbeli pillanatnvi sebességen akarunk
érteni.

2. Tegyiik fel, hogy g(x) jelenti egy vezeték adott pontjn az x idSpontig
atfolyt toltésmennyiséget. Ertelmezni akarjuk egy adott a idépontban a
vezetéknek a kiszemelt pontjin 4tfolyoé dram erdsségét. Az a idSpontt6l
x>a idGpontig eltelt x— a idStartam alatt az 4tlagos dramer8sség nyilvdn

8(x)—g(a)
x—a

i(x)=

Az a idGpontbeli pillanatnyi dramerdsségen azt a szdmot célszer@ érteni,
amit ez az i(x) fiiggvény ,,mekozelit”, ha x ,.k6zeledik” a-hoz.

Hasonlé médon lehetne szabatos fogalmat adni példdul a radioaktiv
bomlés sebességére, a teljesitményre, a kémiai reakcidsebességre.

3. Nézziink még egy fontos szemléletes példat a geometria teriiletérsl.
Egy y=/(x) egyenletii gérbe x=a, y=/(a) pontjahoz hiizott érint&jét sze-
retnénk definidlni. Az érintGegyenes nyilvan az (a, f(a)) ponton 4thaladoé
egyenesek kozt van, igy elég a meredekségét meghatarozni (61. 4bra).
Vegyiink fel egy az a-t6l kiilonb6zd x helyet és irjuk fel az (a, f(a)), (x, f(x))
pontokon 4t hizott szeld meredekségét:

=f (x)—/f(a)

xX—a

T

f(x) +

m(x)

f(o)

N1

61, 4bra
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Az' érint@t”ﬁgy célszer{i definidlni, mint a szeld hatarhelyzetét, amikor x
wkOzeledik” a-hoz. Az igy ad6d6 érintd meredekségét nyilvin az a szdm
adja meg, amihez m(x) ,k6zeledik”, ha x ,kézeledik” g-hoz.

Vizsgéljunk ezutdn egy konkrét fiiggvényt. Legyen ez a fiigg-
vény az s
x=8
f(x)—x_ 5

Az f(x) értelmezési tartoménya a 2-t61 kiil5nboz6 valds szimok
és felhaszndlva, hogy 8=23 az értelmezési tartoményban min-
deniitt igaz, hogy:

SxX)=x2+2x+4 (x#2).
A fiiggvényt konnyen 4brazolhatjuk is (62. 4bra).

/Ov

2
’
2 62. 4bra
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Az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanydban mindeniitt meg-
egyezik a g(x)=x?+2x+ 4 fiiggvénnyel. A g(x) fiiggvény az x=2
helyen is értelmezve van, és értéke 12. Az f(x) 2-h6z kozeli
helyen felvett értékeit kiszdmitva azt tapasztaljuk, hogy ezek
12-hoz kozel lesznek. Egészen pontosan a kovetkezd igaz: akar-
milyen >0 szdmot adunk is meg az f(x) értékek 12-t61 val6 el-
térése ennél is kisebb lesz, ha x-et a 2 hely alkalmas kis 6 sugaru
kornyezetébdl valasztjuk ugy, hogy x> 2 (62. dbra). Bizonyitsuk
be ezt az 4llitast. Adjunk meg egy >0 szdmot és becsiiljitk meg
f(x) és 12 eltérését:

1) f(x)—12|=|x2+2x+4—12|=|x—2| |[x+4|.

Tegyiik fel, hogy x benne van a 2 szdm 1 sugart kornyezeté-

ben, azaz

2 —-l<x-2<1

fennéll. A (2) egyenlGséget felhaszndlva azt kapjuk, hogy:
S<x+4<1,

amibdl az (1) kifejezést igy becsiilhetjiik:

3 f)-12{<7|x-2].

Ha x-et Ggy valasztjuk, hogy [x—2|<1 mellett |x—2|<% is
fennalljon és x#2, akkor a (3) egyenl8ség nyilvan teljesiil.

Jelolje az% és 1 koziil a kisebbik szdmot, ekkor azt kaptuk,

hogy ha
0<|x—2|<4,
akkor
If(x)—12|<e

igaz. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Altaldban azt mondjuk, hogy az a hely egy kornyezetében ér-
telmezett f(x) fiiggvény hatdrértéke az a helyen az A szam, ha tet-
szbleges e>0 szdmhoz van olyan 6=0, hogy ha
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O<|x—a|<$,
akkor
f)—Al<e

fenndll. Azt, hogy f(x) hatdrértéke az a helyen A4, igy is jeloljiik:
lim f(x) = A4, vagy f(x) > A, ha x—a.

Az el6z8kben tehat éppen azt igazoltuk, hogy:

x3—-8
> 12.

lim
x—=2 X
Gyakorlo feladatok

x-1
x2—1

6. Vazoljuk az f(x) == fiiggvény grafikonjat és igazoljuk a definicio

alapjan, hogy:

limf(x)=; .

x—1

Megoldas :

Az f(x) fiiggvény ’x=1-re nincs értelmezve, minden mds val6s szdmra
értelmezve van. Az értelmezési tartoménydban mindeniitt érvényes a ko-
vetkezd atalakitas:

B-1 R24x+1 1
= =x+ .
x2-1 x+1 x+1
A kapott alakbol mér Jeolvashatjuk, hogy az f(x) fiiggvény gorbéjét az

SO)=

1-t81 kiilonbodzs helyeken az x és az fiiggvények grafikonjanak Ossze-

x+1
geként allithatjuk eld (63. 4bra).
Adjunk meg most egy tetszleges ¢ >0 szdmot és becsiiljiik meg f(x) és

3 .
3 eltérését. Tegyiik fel, hogy x mdr benne van az 1 hely 1 sugard kérnyezeté-

ben, azaz 0<x<2, x#1:
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A 63. dbra

@ |x2+x+1 3i |2x2 x=1| 2x+1

- =|x-1| <—! -1}
[T x+1 2| | 2x+1) | 2Ax+1) 2

Ha most x-et ugy valasztjuk, hogy az eddigi feltételeken kiviil
lx-1] 2 e
—]]<—
*UEs
is teljesiiljon, akkor nyilvan (4) szerint

f&) Y e
(x—i

2
is fennéll. Ha tehat § az 1 és 3 & szamok koziil a kisebbiket jelenti, akkor

176

amennyiben
0=2x—1]<4é
igaz, akkor
3
—=|<e
lreo-3|<

is fennall, ami éppen azt jelenti, hogy f(x)—»i , ha x—~1.
7. Abrazoljuk az

x—2
fxX)=—
Vx+2-2

fiiggvényt és igazoljuk a definici6 alapjan, hogy f(x)—~4, ha x—2.

Megoldas :

Az f(x) figgvény [—2, 2) és a (2, + =) intervallumokban van értelmezve.
Alakitsuk at az f(x)-et definialo tortet ugy, hogy gyoktelenitjiik a nevez6t:

-2
f(x)=————x =Vx+242, x#2.
Vx+2=2

A kapott alakbol mar kdnnyen abrazolhatjuk f(x)-et (64. abra).
Legyen e>0 tetszbleges adott szam és becsiiljiik meg f(x) és 4 eltérését

A
x—2

-2 2 >

64. dbra
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)] lv x+2+2-—-4l=|7x+2-—2'=__l'fi<_1]x_2|'

Vx+2+2 2

Kozben felhasznaltuk, hogy Vx+2=0.) Ha most x-et ugy valasztjuk,
hogy x= —2, x=2¢s

|x—2|<2e,
akkor az (5) egyenl6Stlenség miatt
/) —4l<e

is teljesiil, ami azt jelenti, hogy f(x)—4, ha x—2.
8. Igazoljuk, hogy:

. . n
lim x sin —=0.
x=0 x

Megoldas :
A fiiggvény grafikonjanak vazlatos rajzat az 59. 4brdn adtuk meg.

Mivel =1

’

. T
s -
X

ezért

) !xsin’Z =|xl, ha x#1.
X

Ha &>0 egy tetsz6leges adott szam, akkor (6) alapjan:
0<|x|<e-bol
T

X sin —
x

<€

kovetkezik, ami azt jelenti, hogy igazoltuk az allitast.

9. Igazoljuk, hogy az le) gyakorlo feladatban vizsgalt és a 33. dbrdn
vazolt fiiggvényre igaz a kovetkezo allits:

. 1
lim x —] =1.
x=0 x

Megoldas :

Az abrarol kozvetleniil leolvasihatok és az egész rész definicidja alapjan
bizonyithatok a kovetkezd egyenldtlenségek :

1
(7 l—xéx!:—]él, ha x=0,
x

1
(8) léx[——]él—x, ha x<O.
X

A (7) és (8) egyenlGtlenségek alapjan :

X

1
9) —xéx[—jl—léo, ha x>0,

1
(10) Oéx[:—:‘—lé—x, ha x<O.
X

A (9) és (10) egyenlStlenségekbdl kovetkezik, hogy x#=0-ra:

e

Ha most £>0 tetszbleges szam, akkor minden olyan x-re, amire

an

=|x|.

O<|x|<e

igaz, (11) szerint fennall, hogy :

i

1
ami azt jelenti, hogy d=e¢ megfeleld és x[{\ -1, ha x—0.
X

<g,

A hatérérték definicidjanak megfogalmazasa el6tt vizsgalt pél-
3-8
déban a kovetkez8t tapasztaltuk: az x?:_z_ fiiggvény az értel-

mezési tartomanyéaban, tehat az x=2 hely kivételével mindeniitt
megegyezett az x>+ 2x+4 fiiggvénnyel. Az ut6bbi fiiggvény az
x=2 helyen is értelmezve van, itt értéke 12, ami megegyezik a

T . X s P rogo s ‘
hatdrértékével, hiszen az fiiggvény hatarértéke a 2 helyen

x—2
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12 volt, igy a 2-t81 kiilonb5z6 helyen vele egyenl§ fiiggvény ha-
tarértéke is 12. A fiiggvénynek a 2 helyen felvett értéke nem jat-
szik szerepet a 2 helyen vett hatdrértékben. Az x2+ 2x+ 4 fiigg-
vényrdl tehat azt tapasztaltuk, hogy a 2 helyen a hatdrértéke
megegyezett a helyettesitési értékével.

Altalaban azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény az a helyen
JSolytonos, ha itt értelmezve van, a hatdrértéke létezik és meg-
egyezik a helyettesitési értékkel, azaz:

lim f(x)=f(a).

x—ra
Az el8z8k szerint példdul az x2+2x+4 fiiggvény a 2 helyen
folytonos, mert:
lim (x2+2x+4)=12.
x—2
Gyakorl6 feladatok
10. Igazoljuk, hogy az |x| fiiggvény a 0 helyen folytonos.
Megoldds :

A fiiggvény a 0 helyen értelmezve van és itt értéke 0. fgy azt kell megmu-
tatnunk, hogy:

lim |x|=0.
x=0

Adjunk meg egy tetszGleges ¢>0 szdmot. Ekkor az
[lx[—0l=]x|

egyenl&ség miatt, ha |x|<e, akkor ||x| —0]<e is fennéll, tehdt 6 =¢ valasz-
tassal teljesiil a hatarérték definicidjaban megkivant egyenlStlenség.

11. Igazoljuk, hogy az x fliggvény mindeniitt folytonos.
Megoldds :
Rogzitsiink tetszélegesen egy a helyet és igazoljuk, hogy :

lim x=a.
Xx-*a

Ez az &sszefiiggés nyilvanvalo, hiszen ha e>0-t megadjuk, akkor d =¢ meg-
feleld és igy a hatérérték definicidjanak feltétele teljesiil.
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12. Mutassuk meg, hogy az

. T
xsin-, ha x#0

f(")={o, ha x=0

fiiggvény az x=0 helyen folytonos.
Megoldds :
A 8. gyakorl6 feladatban igazoltuk, hogy :
lim f{x)=£1(0),
x—=0
tehat 7(x) folytonos a 0 helyen.
13. Igazoljuk, hogy a sin x fiiggvény mindeniitt folytonos.
Megoldds :
Rogzitsiink egy tetszGleges a szamot és mutassuk meg, hogy :
lim sin x=sin a.
Xx—*a
Alkalmazzuk a szinuszfiiggvényre vonatkoz6 addicios tételbdl igazolhatod

. . 2 si x— x+a
sin x—sin a=2 sin —— cos ——
2 2
azonossagot. Mivel a koszinuszfiiggvény értékei —1 és 1 kozott vannak és
Isin x| = |x],

x+a

cos —|=|x—al.
2

. . ‘ . X—a
(12) |smx—smal=2|sm—2—

fgy, ha >0 tetszSleges adott szdm, akkor d=e¢ jo lesz, mert a (12) egyen-
16tlenség miatt, ha

|x—al<e
akkor

|sin x—sin a]<e¢

is fennall.

Feladatok

6. Igazoljuk, hogy:
2

a) lim X=% =2q;

x—a
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li =—,
b) xl_xz a2 o ha a=0
7. Legyen

f0= x2, ha x raciondlis szdm,

0, ha x irracionélis szam.

Igazoljuk, hogy:

lim f(x)=0,

x=0

fim XSO _

x=0 X

8. Legyen c tetszGleges valds szam. Igazoljuk, hogy az f(x)=c
fiiggvény mindeniitt folytonos.

9. Igazoljuk, hogy a cos x fiiggvény mindeniitt folytonos.
10. Definidljuk az f(x) fiiggvényt a kovetkezGképpen:
! ha x=~ q=0, (p,q)=1
f®=1q’ q’ =5
0, ha x irraciondlis szam, vagy x=0.

Igazoljuk, hogy f(x)-nek mindeniitt van hatarértéke, tovdbba az
irraciondlis helyeken és a 0 helyen még folytonos is.

11. Igazoljuk, hogy az V= fiiggvény (n>1 természetes szdm)
minden pozitiv x helyen folytonos.

3. A hatarérték és a miiveletek

Az el5z6 fejezetben azt tapasztaltuk, iogy kozvetleniil a definicié
alapjdn gyakran koriilményes dolog a hatarértékfeladatok meg-
oldésa. A kovetkez8kben az lesz a célunk, hogy megismertessiik
az olvasét a hatdrértékszdmitas technikdjat egyszerdsitS esz-
kozokkel.
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Mair az I. fejezetben a sorozatok hatarértékével kapcsolatban
lattuk, hogy hasznos dolog tisztazni a hataratmenet és a miivele-
tek kapcsolatat. Sorozatok hatédrértékére igaz volt, hogy a hatar-
atmenet és a miiveletek elvégzésének sorrendje felcserélhets.
A fiiggvény hatdrértéke és a sorozat hatarértéke k6z6tt szoros
kapcsolat van, amit a kdvetkezS fontos tétel fejez ki:

Az f(x) fiiggvénynek az x=a helyen akkor és csak akkor A a
hatdrértéke, ha minden olyan x, sorozatra, amelyre lim x,=a,

(x,#a) lim f(x,)=A teljesiil.

n— o

Gyakorl6 feladat

14. Igazoljuk az el6z8 allitasnak azt a részét, hogy ha lim f(x)= A4, akkor
xX—a
minden x,—~a, x,# a sorozatra f(x,)—~A4.

Megoldas :

Adjunk meg egy €>0-t és mutassuk meg, hogy ehhez van olyan N, hogy
ha n>N, akkor

If(x,)—A]<e.

A lim f(x)=A feltétel miatt ehhez az e-hoz van olyan 6=0, hogy ha
X—a
O0<|x—al<d, akkor {f(x)—A|<e. Mivel x,—~a, x,#a, a 6>0-hoz van
olyan N index, hogy ha n>N, akkor O<|x,—al<0, de akkor, ha n>N
[f(x,)~A|<e is teljesiil, ami éppen azt jelenti, hogy f(x,)~A4.
Az alliths mésik részének bizonyitdsat feladatként ng_]\]k majd megoi-
dani.
Nézziik most meg a tétel néhany fontos kovetelményét.

Ha lim f(x)=A és lim g(x)=B, akkor lim (f(x)+g(x))=

=A+B, lim f(x) - g(x)=A - B és ha B0, akkor lim f((x)) %

(Az utolséval kapcsolatban 1. a 12. feladatot.)

. Gyakorlo feladat

15. Igazoljuk, hogy ha f(x)—A4, g(x)—~B, ha x-—a, akkor f(x)- g(x)—
—A- B, x—a esetén.
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Megoldas :

Elég azt igazolni, hogy ha tetszdleges x,—a, X, = a sorozatot valasztunk,
akkor f(x,): g(x)—~A-

Legyen tehit x, egy tetsz6leges, olyan sorozat, amelyre x,# a, lim x,=a.

n—+co

EXkkor a sorozat és filiggvény hatarértékének kapcsolatdra vonatkozo tétel
alapjan f(x,)~A4 és g(x,)—B is teljesiil; de akkor a szorzatsorozat hatar-
értéke a hatarertekek szorzata, vagyis f(x,) - g(x,)—~A- B.

A tobbi 4llitast is hasonld modon lehet igazolni.

A most megfogalmazott eredménynek egy fontos kovetkez-
ménye:

Ha f(x) és g(x) az a helyen folytonos fiiggvények, akkor
J(x)+g(x), f(x) - g(x) is folytonosak az a helyen és ha g(a);O

akkor f(( )) is folytonos az a helyen.

Gyakorl6 feladat

16. Igazoljuk az Osszeg folytonossdgira vonatkozé allitds helyességét.

Megoldds :

A feltétel szerint f(x) és g(x) folytonosak az a helyen, tehat ‘lim f(x)=f(a)
és lim g(x)=g(a). Ekkor az Osszeg hatarértékére vonatkozxé—’t‘:étel szerint
iin: Z; (x)+g(x))=f (a)+ g(a), ami éppen azt jelenti, hogy azf(x) + g(x) fiigg-
)\‘/gr‘;y folytonos az a helyen.

Eddigi eredményeink alapjan most egy csapasra sok fiigg-
vényr6l igazolni tudjuk, hogy minden olyan helyen, ahol értel-
mezve van, folytonos. Ezeknek a fiiggvényeknek a folytonossa-
gat azutdn jOl lehet hasznositani bizonyos tipusu hatdrérték-
feladatok megolddsira. Ezt a kovetkez gyakorlé feladatok
megolddsa sordn fogjuk tapasztalni.
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Gyakorl6 feladatok

17. Legyen f(x) egy legaldbb elséfoku, valos egyiitthatés polinomfiigg-
vény, azaz
f)=apx"+ax""1+.. . +a,_x+a,

ahol n=1 természetes szam, ay, ay, . . ., a, tetszéleges valds szamok, ap0.
Igazoljuk, hogy f(x) mindeniitt folytonos

Megoldds :

A 11. gyakorl6 feladat szerint az x fliggvény mindeniitt folytonos és a
8. feladat alapjan a konstans fiiggvény is mindeniitt folytonos. A szorzat
folytonossdgara vonatkoz6 tétel ismételt alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy

, ahol k=1 tetszlleges természetes szdm, mindeniitt folytonos fiiggvény.
Ismét a szorzat folytonossigat alkalmazva, az axx”—* alaku fiiggvények
k=0, 1, ..., n-re mindeniitt folytonos fliggvények, igy ezek Gsszege, f(x)
is mindentiitt folytonos.

18. Legyen f(x) és g(x) két valos egyiitthatos polinom. Igazoljuk, hogy
az f—z—% racionalis tortfiiggvény minden olyan helyen folytonos, ahol ér-
glx
telmezve van, azaz ahol g(x)# 0.

Megoldds :

Az el6z6, 17. gyakorl6 feladatban megmutattuk, hogy f(x) és g(x) minde-
niitt folytonosak. A hanyados folytonossagara vonatkozo tétel alapjan tehat
fz—; is minden olyan helyen folytonos, ahol g(x)# 0.

g(x

19. Szamitsuk ki a kovetkezd hatdrértékeket:

)i x3—1
a) lim———mw——;
1 X3=2x+1

x2—5x+6
b) lim—m—
32 X3=2x2—x+2
. xX*—a?
c¢) lim ,
x—a

xX—*a

a tetszbleges valos szam; n=1, n€T;
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XM= d'—na"\N(x-a)
d) lim 5
x-a (x-a)
a tetszbleges valos szam, n=1, n£T.

Megoldas :

a) Az x=1 helyen a szdmlalo is, meg a nevezs is 0. Algebrai azonossagok
alkalmazasaval egyszerdisitsiik a tortet:
x3-1 (x-—l)(x2+x-|—l)_x2+x+l

13 = = X
13 x3-2x+1 (x=1D(x2+x-1) x2+x-—1

A (13) egyenlGség jobb oldalan 4ll6 racionalis tortfiiggvény a 18. gvakorlo

feladat szerint folytonos az 1 helyen és értéke az 1 hely egy kornyezetében
3

az 1 kivételével mindeniitt megegyezik az ————— fliggvény értékeivel.
x3—-2x+1

fgy a két fiiggvény hatarértéke is megegyezik. A (13) jobb oldaldn allo,
az 1 helyen folytonos fiiggvénynek viszont a hatarértéke az 1 helyen a he-
lyettesitési értékével egyezik meg, tehat:

Cox3-1 X2 x+1 14141

lim =lim . =3.
-1 x3—2x+1 =1 x2+x—1 14+1-1

X

b) Itt is az a) feladat megoldasdban kovetett gondolatmenet vezet rovi-
den célhoz:

| x2—5x+6 i (x=2)(x=3) . x-3 1
m = lin =i =,
fon =22 —x 42 L, (x=2)(x2=1) ,x2-1 3

x-3
Itt is kihasznaltuk, hogy az = fiiggvény mar folytonos a 2 helyen,
X*—

igy itt a hatdrértéke megegyezik a helyettesitési értékével.
¢) Az a) és b) feladat megoldasanak mintédjara jarhatunk el itt is:
. X'—a' 5
lim ——=lim (x*~'4+x"2a+ ...+ xa" -2+ a"~=na"-1.

x—ra x=a

d) Ttt (x—a)*-nel kell egyszer(isiteni, ehhez tobbszdr kell alkalmazni az
eldzd feladatban is felhasznalt azonosségot:

. xX'—a"—nad*-Y(x—a)
lim =

x~a (x—a)?
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. X120+ .+ xa" 24 at -t —na'--
= lim =
x—a

x—a

-l g =14 x-2g—a" "1t |t xa" " -a""!

= lim
x—a xX—a

=lim (@ 24x"3at . A xd 3 2 a3 L A+
XxX—a

+.. 40" Y)=

=(11—1)a”"2+(11-—2)a""2— - -'~a”“2=ﬂ1_1) a2,

Az eddigi eszkdzeinkkel példdul a sin (x2+2) fiiggvényr6l
elég nehézkesen tudndnk igazolni, hogy mindeniitt folytonos.
Ez a fiiggvény az f(x) =sin x és a g(x)=x%+2 fiiggvényekbdl
kozvetett fiiggvényképzéssel keletkezik: sin (x242)=7(g(x)).
Mutassuk meg, hogy 4ltaldban igaz az az 4llitds, hogy folytonos
fiiggvényekbGl képezett kozvetett fiiggvény is folytonos, azaz
pontosabban ha g(x) az a helyen folytonos €s f(x) a g(a) helyen
folytonos fiiggvény, akkor f(g(x)) folytonos az a helyen.

Gyakorl6 feladatok

20. Igazoljuk a most kimondott allitast!

Megoldds :

A sorozat és filiggvény hatarértéke kozotti kapcsolatot haszndljuk fel.
Vilasszunk egy tetszleges, x,—~a sorozatot (itt nem Kell kikotniink, hogy
x,# a, mert folytonossagrol van sz6!). Ekkor g(x,)) -g(a), mert g folytonos
az a helyen, de f folytonos a g(a) helyen, tehdt f(g(x,))-f(g(a)), ami azt
jelenti, hogy

lim /(g(x)) =f(3(@)).

Ennek alapjan mar konnyen kovetkeztethetiink példaul arra, hogy a
sin (x2+2) fiiggvény mindeniitt folytonos, mert a sin x és az x2+2 fiigg-
vények mindeniitt folytonosak, igy a kodzvetett fliggvény is mindeniitt foly-
tonos.
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21. Mutassuk meg, hogy ha f(x), g(x) és h(x) az a hely egy kdrnyezetében
(esetleg az a helyet kivéve) mindeniitt értelmezve vannak, itt minden x# a-ra

f)=h(x)=g(x)
teljesiil és lim f(x)= lim g(x)=4, akkor lim A(x)=4 is fenndll. (A fiiggvény
x=a x—a Xx—a

hatérértékére vonatkozo un. ,,rendérszabaly”.)

Megoldds :

Az 4llitds egyszertien kovetkezik a sorozatokra vonatkozé megfelelé
tételbdl és a fiiggvény és sorozat hatarértéke kozotti kapcsolatbol. Elég
megmutatni azt, hogy tetszSleges x,—~a, x,#a sorozatra h(x,)—~A. A fel-
tételbdl kovetkezik, hogy f(x,) >4, g(x,)~A és

Fx)=h(x)=g(x),
de akkor A(x,)—A4 is fennall.

. . sinx
22. Igazoljuk, hogy lim —=1.

x=0 X

Megoldds :

4
Mutassuk meg el8szor azt, hogy ha 0<|x|<§ , akkor

sinx
(14) cosx<——=1.
x
Ehhez felhasznaljuk azt a — sin x és tg x definici6jabol kdvetkezé — egyen-
T
16tlenséget, hogy ha 0<x<§ , akkor

sin x <x<tg x.

Ebbdl, azonos 4atalakitdsokkal azt kapjuk, hogy ha

T sin x
O0<x<-, akkor cosx<—-<]1.
2 X
. sin x " o ..
Mivel cos x és —— péaros fiiggvények az egyenlGtlenség akkor is igaz lesz,
x

7T
ha -§<x<0 teljesiil.
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A (14) egyenlGtlenségben az alsd korlat, cos x mindeniitt folytonos
(9. feladat), igy a O helyen is, tehdt:

lim cos x=cos 0=1.

x—0
Ebbd] mér a ,,rendbrszabaly” alapjan kovetkezik, hogy:
. sinx
lim —=1.
x>0 X

23, Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértékeket:

1—cos
a) lim ——x;
x-0 x2
O
. 1+x-1
b) hm_}f——— , (n>1egész);
x=0 x
¢) lim Vi—-tgx-V1i+tgx .
o sin 2x ’
tg x—sin
@) 1imﬁ._._x .
s Sin3x
Megoldds :

_a) Trigonometrikus azonossdgok alkalmazasdval alakitsuk 4t elészor a
vizsgélt kifejezést a kovetkezd modon:

2 X 2
in? —~ sin
15) 1 cosx 2 2
2 2 2| «x
2
sin —

2
Itt az f(x)=—— fiiggvény hatdrértékét kell meghatarozni a O helyen. Az
x

2
f(x) fiiggvényt a kdvetkezd mddon szdrmaztathatjuk: a

&(x) =;
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fliggvényt helvettesitjitk a
SUX ha x#0,
n(x)=! x
1, ha x=0

fiiggvény x valtozoja helyébe, azaz f(x)= h(g(x)) (legalabbis a 0 hely kivé-
telével). A g(x) fiiggvény folytonos mindeniitt, igy a O helyen is és g(0)=0.
A h(x) fligevény az el6z8, 22. gyakorld feladat eredménye alapjan szintén
mindeniitt folytonos, még a g(0)=0 helyen is, hiszen:

lim h(x)=1.
x=0

Ekkor — a kozvetett fiiggvény folytonossdgara vonatkoz6 eredményiink
szerint — h(g(x)) is folytonos a 0 helyen és

lim /(x)= lim (g(x))=h(g(0))=h(0)=1.

x=0 x=0

A Kkeresett hatarérték tehdt a (15) atalakitds alapjan:
X 2
sin =
l—cosx | 1 2 1
llm———i—-—=]1m— — =-.
x>0 X x=0 . 2

b) Alakitsuk 4t a kifejezést.

n

Vi+x—-1
(16) —

1
= , ha x#0.

n n n
FV14x-1+F 14224, ..+ V1+x+1

A (16) egyenl6ség jobb oldalan allo fliggvény folytonos a O helyen, mert

n, n
Vi+xaz f(x)='}l/3c—és g(x)=1+x fiiggvényekbsl van Osszetéve: J1+x=
=f(g(x)) és g(x) folytonos a 0 helyen, f(x) pedig folytonos a g(0)=1 helyen

(11. feladat). fgy az 'i/1+x-b61 Osszeaddssal, szorzissal és osztdssal fel-

épiilé fiiggvény is folytonos a 0 helyen (a nevez6 a 0 helyen nem nulla!).
Ezek felhasznalaséval:
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o V1i4ex—-1 1 1
lim = lim =
x=0 X n

x=0 "
N ST L S

c¢) Itt algebrai és trigonometrikus azonossagok alkalmazasaval alakitjuk
at a kifejezést:

H—tgx—V1+tgx_ -2tgx
sin 2x 2sin x cos x(Y1—tg x+ )1 +1tg x)
1

ha x# kn, k egész szam.

- cos x(YT—tg x+ YT +tgx)

A kapott kifejezésrél ismét konnyen lathatd, hogy a z helyen folytonos
fiiggvényt definial, tehat:

i Vi—tgx—V1+tgx
m =
o sin 2x

1 1
=lim —

on COSX(JIotgxtylitign 2
d) Elbszor alakitsuk 4t itt is a kifejezést a kovetkez6 modon:
1

tgx—sinx cosx

sin3 x sin2 x

1 1-cosx x2

cos x x2 sin? x

A kapott alakbdl mar az eddigi eredmények alapjan konnyen kiszamithat-
juk a hatérértéket:

. tgx-—sinx
lim ————=
oo SIM3x
. 1 . l—cosx . 1 1
= lim - lim - lim =—.
s0COSX Lo X2 ..o (smx)2 2
X

24. Vizsgaljuk meg, hogy az adott fiiggvényeknek a megjelolt helyen
van-e hatarértéke, ha létezik a hatarérték, szamitsuk is ki:
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.1
a) limsin-;
x=0 x

b) hmﬂ'

x=0 X
1
c) lim21-%,
x=1
d) lim (x—m)sin

xn

x—7
Megoldds :

1
a) Igazoljuk, hogy a sin - fiiggvénynek nincs hatarértéke a O helyen.
x
Ehhez elég megmutatni, hogy van két olyan x,, és x, sorozat, amelyre x,~0,

D N | . .1

x'—0, x,#0, x’#0 és lim sin —# lim sin— . Ha ugyanis volna a sin -

n n X, x x
n—+o n n-o n

fiiggvénynek hatdrértéke a 0 helyen, akkor minden ilyen sorozatra a fiigg-

vényértékek sorozata is ehhez a ko6zds hatarértékhez tartana. Legyen

1
X, =—, x’n=

, ahol n=1, egész. Nyilvan mindkét sorozat hatarér-

nnt+Z
m—-
2

téke n— «o-re 0, viszont

N B
lim sin —= lim sin nz=0,

n-—*co xn n—+co

1 4
lim sin —=lim sin | 2n7+- | =1.
nroo ' nre 2

b) Itt is azt fogjuk megmutatni, hogy a fiiggvénynek nincs hatarértéke a

1 1
0 helyen. Legyen x,=-, x"'= —~, n=1, egész. Mindkét sorozat a 0-hoz tart
n n

¢és ugyanakkor
i B,
n—co n
192

tim g,
x,

n=bco n

tehat a fiiggvénynek nem lehet hatdrértéke a 0 helyen.

-1
c) Itt vizsgéljuk a fiiggvény értékeit az x,=—— sorozat mentén. Mivel
n

x,~1, x,#1, ha van a fiiggvénynek az 1 helyen hatdrértéke, akkor az x,
sorozat mentén a fiiggvényértékek sorozata is ehhez a hatarértékhez kell
hogy tartson. Ugyanakkor:

1
lim 2!~ %n=1lim 2%= + «,
n-—*e n=ve

1
tehdt lim 2!~ nem létezik.

x=1

d) A keresett hatarérték 0, mert

.1
(x—m) sin =|x-7z|<e,
x-7

ha 0<|x—n]<e, ami éppen azt jelenti, hogy lim (x—7) sin

x=n

Feladatok
12. Igazoljuk, hogy ha lim f{x)= 450, akkor van a-nak olyan

x—*a

kornyezete, ahol f(x)>=0, ha x=a.

13. Igazoljuk, hogy ha lim f(x)=A#0, akkor — f( )

kornyezetében (x#=a) értelmezve van és lim —— 1 1
sa ) A
14. Igazoljuk, hogy ha minden x,—~a, x,#a sorozatra f(x,)
konvergens, akkor lim f(x) létezik.

x—*a

az a egy
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15. Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértékeket:

x24+3x+2

a) x]in_]l x3+1

. V5—x-2
b) BE:VZ—x-—-I ’
. k n .
o (i?ﬁ‘ﬁ) (k,neDs
cos x—sin x+1
4 M s xFsmx—1
2

X >

16. Szamitsuk ki a kovetkez8 trigonometrikus fiiggvények
hatédrértékét:

sin kx
x=0 SIDNX

b) limtg2x tg(g—— x):

x=7

a) » (k,neT);

. 1—Ycosx3?
¢) lim ——-—;
<=0 l—cosx
Im25in2x+sinx—1
2 2sin2x—3sinx+1"

x=6

d)

17. Legyen:

1, ha x#0,
f(")"{o, ha x=0.

%, ha x=f—;, q=1, p, q egészek, (p, 9)=1,
gx)= 0, ha x irraciondlis, vagy x=0.
Vizsgéljuk meg, hogy léteznek-e a kovetkez8 hatarértékek:
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lim g(x), liﬂf(x), linz f(g(x)).

x=0

18. Igazoljuk, hogy ha f(x) folytonos a b helyen és lim g(x)=b,
akkor lim f(g(x))=£(b).

x—ra

4. A hatirérték fogalmanak kibdvitése

A szémsorozat hatdrértékének fogalmat 4ltaldnositottuk oly
moédon, hogy beszéltiink + co-hez, — «-hez tart6 sorozatrél is.
A fiiggvény hatarértékét is ltaldnositani fogjuk gy, hogy be-
szélni fogunk olyan fiiggvényrGl is, ami egy adott a helyen + co-
hez, vagy — -hez tart.

Abrazoljuk péld4ul az L fiiggvényt. Az abszoluat érték defi-

|x|

nicidja alapjin:

1, ha x=0,
1_Jx
Ix! —-]:, ha x<0;
x

a fiiggvény képét a 65. 4brén rajzoltuk meg.

65. dbra
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Az -lslc-l— fiiggvény a 0 hely kornyezetében ugy viselkedik, hogy

ha x kozel van a 0-hoz, akkor a fiiggvény értéke nagy lesz. Pon-
:osabban, tetsz8leges P szimhoz van olyan 6=>0, hogy ha

B
=% j6, ha P=0, akkor birmilyen 6=0 j6 |.

O<|x|<é teljesiil, akkor -1—>P is fenndll (ha P=0, akkor

Altal4dban azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény hatdrértéke az
a helyen + oo, lim f(x)= + , ha tetszéleges P szdmhoz van olyan

x=*a

6=>0, hogy ha

O<|x—a|<é,
akkor

f(x)=P
is fenndll.

Az el6z8k szerint példdul lim l—i—l-
x=0

definidlhatjuk a — oo-t mint hat4rértéket: az f(x) fiiggvénynek az

a helyen a hatdrértéke — o, lim f(x)= —oo, ha tetszéleges N

szdmhoz van olyan >0, hogy ha

=+ . Hasonl6 médon

0<|x—a|<34,

akkor
f(x)<N

is fenndll.
A -—l%l filggvénynek a 0 helyen — o a hatédrértéke, ezt az

el6z8k alapjan konnyl igazolni (66. abra).

196

A fiiggvények viselkedését a + co-ben is vizsgdlni fogjuk.
Ezen azt értjiik, hogy nagy x-ekre hogyan viselkedik a fiiggvény
értéke.

V'

66. abra
Az f(x) fiiggvénynek a + --ben a hatdrértéke A, lim f(x)=A
x4 oo
ha tetszdleges >0 szdmhoz van olyan w szdm, amelyre, ha
x>w, akkor:

f)—Al<e.

Gyakorl6 feladatok

25. Igazoljuk, hogy:

o1
lim -=0.
x-o.}-ux

Megoldas :

1
Adjunk meg tetszdlegesen egy £>0 szamot. Ehhez w=- jo lesz, mert ha
€

1

x>-

e
akkor
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1 1
,-—0|=—<e.
X X

26. Adjunk szabatos definiciot a lim f(x)= + « hatarértékfogalomra
Pind T
€s igazoljuk, hogy:
lim [x]=+ .

x-*foo

Megoldds :

Az f(x) fiiggvénynek a + «-ben + = a hatdrértéke, ha tetszéleges P
szdmhoz van olyan w szdm, amelyre, ha x> w, akkor:

f(x)=P.
Igazoljuk a definicié alapjan, hogy:
lim [x]=+<
X+ oo

Adjunk meg egy P szimot és legyen k az elsd olyan egész szdm, amire
k>P igaz. Ekkor az [x] definicidja szerint, ha x>k, akkor [x]=k>P, ami
éppen azt jelenti, hogy [x]— + e, ha x— 4 .

27. Adjunk szabatos definiciéta lim f(x)=4A és lim f(x)= — « hat4r-

Xx—*—oco xX—+—o0

értékfogalmakra és igazoljuk, hogy

a) lim ——=1
x>—oo X

és
b) lim x¥=— .
X+ o0
Megoldas :

Az f(x)fiiggvénynek a — «-ben a hatdrértéke A, ha tetszéleges ¢>0 szdm-
hoz van olyan o szdm, hogy

|f(x)—A|<e
fenndll, ha

X<m.

Az f(x) fiiggvénynek a — «-ben — « a hatdrértéke, ha tetszéleges N szdm-
hoz van olyan w szdm, hogy
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S(x)<N,
ha teljesiil, hogy x<w

a) Az 1.c) gyakorl6 feladatban dbrazoltuk az [—;— fiiggvényt. Becsiiljiik

meg elBszor a fliggvényértéknek 1-t51 valo eltérését negativ x-ekre. Legyen
n=1 egész és tegyiik fel, hogy —n=x< —n+1. Ekkor [x]= —#, tehit:

1
an lsi>l—;.

[x]
A (17) egyenlbtlenségbdl kovetkezik, hogy
(18) 1 !
—— <
[x] n’

ha —n=x<—n+1 teljesiil. Adjunk most meg egy tetszSleges £>0 szdmot

1
és valasszuk meg n-et tigy, hogy —< ¢ teljesiiljon és legyen x< — n+1. Ekkor
] n

a (18) egyenlBségbdl kovetkezik, hogy

-1

[x]

ami éppen azt jelenti, hogy

<g,

b) Mutassuk meg elBszor, hogy ha x< —1, akkor x3<x:
ha x< -1,
akkor
-x>1,
x2>-x,
innen pedig kovetkezik, hogy
—x3>—x,

ami ekvivalens az x3<x egyenlGtlenséggel, mivel feltettiik, hogy x< —1
fennill. Adjunk meg most egy tetszGleges N valos szdmot és legyen w=
=min (N, —1). Ha x<w, akkor az el5z5 egyenlStlenség miatt x3<x<N
is fennall és ezt kellett igazolnunk.
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A hatérérték-fogalomnak még egy tovabbi 4ltalanositdsara lesz
sziikségiink : a jobb és bal oldali hatarérték fogalmara. Az 1a)
gyakorl6 feladatban vizsgaltuk az x— [x] fiiggvényt. Ennek az
egész helyeken nincs hatdrértéke. Ha viszont jobbrol kézelediink
egy egész helyhez, akkor a fiiggvény értéke 0-hoz kozeledik, bal-
rél kozeledve egy egész helyhez a fiiggvényérték 1-hez kozeledik.

A jobb és bal oldali hatdrérték szabatos definicidjat igy ad-
hatjuk meg: Az f(x) fiiggvénynek az a helyen a jobb oldali (bal
oldali) hatdrértéke A, ha tetsz6leges e=>0 szdmhoz van olyan 6>0
szdm, hogy ha 0<x—a< 0 (0<a— x< ) teljesiil, akkor | f(x)—
— A|<e is igaz.

Azt, hogy f(x)-nek az a helyen a jobb oldali hatarértéke A,
igy jeloljik:

lim f(x)=A,

x=a+0
azt pedig, hogy a bal oldali hatérértéke A, igy:

lim f(x)=A.

x—+a—0

Gyakorl6 feladat

28. Igazoljuk, hogy ha n egész szam, akkor

lim (x—[x])=0,
x=*ni-0
lIim (x—[x])=1.

x=*n=0

Megoldds :

Adjunk meg egy tetszéleges >0 szamot és legyen 0 az € és az 1 kozill a
kisebbik, azaz legyen d=min (e, 1). Tegyiik fel, hogy

O0<x—n<d.

A 6 valasztasa miatt ekkor n<x<n+1 is teljesiil, ami azt jelenti, hogy
[x]=n, tehat

]x—[x]-0]=x—n<e.
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Ha 0<n—x<d, akkor n—1<x<n, igy [x]=n—1, teh4t
Jx—[x]-1|=n—x<e.
Ix—[x]—-1l|=n—x<e.

Természetesen a jobb és bal oldali hatarérték definiciéjat ki-
terjeszthetjiikk ugy, hogy megengedjiik a + oo-t s —co-t mint
hatarértéket. Ha rendszerezni akarjuk az eddig targyalt hat4r-
értékdefinicidkat, akkor ezt igy tehetjiikk meg: egy f(x) fiiggvény
hatérértékét nézhetjiikk

egy a helyen,
egy a helyen jobb oldalrdl, bal oldalrél,

a + c-ben és
a — oo-ben.

Ez osszesen 6t lehet6ség. Minden helyen beszélhetiink véges
hat4rértékr6l, + «-r8l vagy — co-r6l:ez hdrom lehetSség. Egyiitt-
véve tehdt 3-5=15 fajta hatarértékrSl beszélhetiink. Edd g
kilenc definici6t adtunk meg, a még hatralevd hat definici6 sza-
batos megfogalmazasit feladatként fogjuk kit{izni.

A fiiggvény és a sorozat hatarértéke kozott fennéllé fontos
kapcsolatrél sz616 tétel, amit a 3. pontban fogalmaztunk meg a
10bbi hatdrérték esetére is kiterjeszthetS. Példaként fogalmaz-
zuk meg a — oo-ben vett +  hatdrérték esetére vonatkozé tételt:
a lim f(x)=+ o dsszefiiggés akkor és csak akkor dll fenn, ha

minden x,~ — o sorozatra f(x,)—~+ < igaz. Az 4llitds bizonyi-
tasa az eredeti tétel bizonyitdsdhoz hasonlé médon torténhet.

A sorozat és fiiggvény,hatdrérték kozotti kapcsolatb6l a + co-
ben, — =o-ben €s véges helyen jobb oldali és bal oldali véges ha-
tarérték esetére is kovetkezik, hogy a hatdrdtmenet és a milvele-
zek)sorrendje Jelcserélhets (a megfelelS feltételek teljesiilése ese-
tén).

A kovetkez3 néhany gyakorl6 feladatban azt fogjuk vizsgélni,
hogy mit mondhatunk olyan esetekben egy miivelet eredménye-
ként kapott fiiggvény hatdrértékér8l, amikor a miivelet vala-
melyik, vagy mindkét komponensének hatdrértéke + oo, —oo
vagy, osztés esetén a nevezd hatarértéke O.
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Gyakorlé feladatok
29. Igazoljuk, hogy ha lim f(x)= + = és lim g(x)=4, akkor lim (f(x)+

P and-d x—x x—a

+g(x))= + o (itt & lehet egy véges a szdm, lehet + «, — =, de lehetaza+0,
a—0 jelek valamelyike is).

Megoldds :

Alkalmazzuk a sorozat és fiiggvény hatarértéke kozotti kapcsolatrél sz016
tételt. Legyen x, egy tetszSleges;sorozat, amely a-hoz tart (ha « véges akkor
kossiik ki, hogy o+ Xx,, ha a= a+o, akkor x,,>a, ha a=a—0, akkor x,,<a).
A feltevés szerint f (x,,)-» + o0 és g(x,) >4, de akkor a sorozatok hatArérté-
kével kapcsolatos eredményekbdl tudjuk hogy f(x,)+g(x,) >+ «. Ered-
ményiink azt jelenti, hogy

lim (f(x)+g(x))=+ .
X=a
30. Igazoljuk, hogy ha lim f(x)= + « és lim g(x)=4, akkor 4>0 esetén
P and 3 x>z
limf(x)g(x)=+ =, A<0 esetén limf(x)g(x)=—= € A=0 esetén az

x=*a xXx

S(x)g(x) fiiggvény viselkedésérdl az o kdrnyezetében nem tudunk mit mon-
dani.

Megoldds :

Az A>0 és A<O eseteket az el6z6, 29. gyakorlo feladat megoldasdhoz
hasonlédan lehet elintézni. Az 4 =0 esetet vizsgiljuk meg részletesen. Legyen
a=+ e és f(x)=x2. Ekkor lim x2=+ o teljesiil.

X—*}o0

1
a) g(x)—-—,akkor lim -=0¢és lim f(x): g(x)= lim x=+ .

X=*f-co X X400 X+

1
b) g(x)—— akkor lim —2=O és lim f(x): g(x)= lim 1=1.

x+groo X X400 x—*oo

1 1
c) g(x) , akkor lim —=0 és lim f(x)- g(x)= lim -=0.

b ad X x3 X~ -0 b

1 1
d) g(x)=; sin x, akkor lim g(x)=0, mert |g(x)|=— 2 ha x>0 és

bl
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lim f(x)g(x)= lim sin x nem létezik, mert ha x,=nz (n>0 egész), akkor
x4 Pl X

lim g(x,)=0, ha x,= 2m'z+ (n>0 egész), akkor lim glx)=1.

—4-co n=*-+4oo
Hasonlo6 példdkat lehet megadni a= — «, véges, a=a+0, a=a—0 eset-
re is.

Tovébb vizsgilhatnink az eddigi mint4k alapjan a t5bbi esetet
is. J6 kiil6n is megjegyezni, hogy a kovetkezs tipusi hat4rérté-

. . . On o”
kekr6l nem tudunk mit mondani: ,,o - 07, ™

Az ilyen tipusi hat4rértékeknél minden konkrét esetben kiilén
vizsgalat sziikséges annak eldontésére, 1étezik-e a kérdéses hatar-
érték és ha igen, mivel egyenld. A feladatok sordn gyakran ta-
lalkozunk majd ilyen esetekkel.

A jobb és bal oldali hatdrérték fogalmdnak mintdjéra defi-
nidlni lehet a jobb és bal oldali folytonossagot:

Az f(x) fiiggvény az a helyen jobbrdl (balrél) folytonos, ha itt
értelmezve van, létezik a jobb oldali (bal oldali) hatdrértéke és az
megegyezik a fiiggvényértékkel.

lim f(x)=f(a) ( lim f(x)=f(a)).

x—-a+0 x—+a—0

és ,,00— ",

A definici6 alapjan péld4ul nagyon egyszeriien l4that6, hogy
az [x] fiiggvény minden egész helyen jobbrol folytonos.

Fontos szerepiik van a zart intervallumban folytonos fiigg-
vényeknek. Egy f fiiggvényrél akkor mondjuk, hogy az [a, b]
intervallumban folytonos, ha minden a<x<b helyen folytonos,
a-ban jobbrdl folytonos, b-ben pedig balrél folytonos.

Feladatok

19. Adjuk meg a kovetkez$ hatarérték-fogalmak szabatos
definici6jat:

a) lim f(x)=—oo;

x=*+ oo
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b) lim f(x)=+e;

X — oo

c) lim f(x)=+o=;

x=*a+0

d) lim f(x)=+-e;
x—+a—0

f) lim )=

20. Szamitsuk ki a kovetkez8 hatdrértékeket:

. 3x3-2x+10
a) Mm e 1’

. 2xr—x42
b) lm =516’

i 3x3—2x24+5x—-3
<) ,_.IT“. 2x3—x+12

21. Jeloljon p,(x) (m=1 egész) m-edfoku valds egyiitthatos
polinomot. Szamitsuk ki a

. p®) e
1 é lim ==
T € B X 5

hatarértékeket (n, k€T).

22. Igazoljuk, hogy ha f(x) folytonos az a helyen, lim g(x)=
X~ P oe
=a, akkor lim f(g(x))=f(a).

Xx=+ oo

23. Mutassuk meg, hogy ha lim |f(x)| =+ (« jelolhet egy

véges a szidmot, lehet a + «, a — ~ szimbélum vagy a+0, a—0
alaku), akkor
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1

lim 77 =%

24. Szamitsuk ki a kdvetkez8 hatdrértékeket:

a) lim ((x*+x—1-Vx2—x+1),

X=*p oo
b)1 lim (Y9x¥+1-3x);
X=>4 oo
¢) lLim (V2x2+5+5x);
. x3 x2
d) x?’f, (3x2—4“3x+2)'

25, Szdmitsuk ki a megadott fiiggvényeknek a megadott he-
lyen a jobb és bal oldali hatarértékét:

x2—1
a) f(x)=m,
b) f)=Vx—[x], a=0;

o) fo=TizeosZx o

X

d) fx)=tgx, a=

N1

26, Igazoljuk, hogy az f(x) fiiggvénynek az a helyen akkor és
csak akkor van hat4rértéke, ha g-ban létezik a jobb és bal oldali
hatarértéke is és a kett megegyezik.

27. Bizonyitsuk be, hogy egy fiiggvény az a helyen akkor és
csak akkor folytonos, ha itt jobbrél is folytonos és balrél is foly-
tonos.
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28. Igazoljuk, hogy ha f(x) egy [a, b] intervallumban folytonos,
akkor itt korlatos, azaz van olyan k és K szdm, hogy minden
x€[a, b)-re k=f(x)=K teljesiil.

29, Igazoljuk, hogy ha f(x) az [a, b] intervallumban folytonos,
akkor van olyan x, € [a, b] és x, € [a, b], hogy minden x € [a, b]-re
S(x)=1(x)=f(x,) (Weierstrass-tétel).

5. Monoton fiiggvények hatarértéke

A szdmsorozatoknak fontos osztalyat alkotjidk a monoton soro-
zatok, mert minden monoton sorozatnak van véges vagy végte-
len hatdrértéke. A fiiggvények kozott hasonld okokbdl jatszanak
fontos szerepet a monoton fiiggvények.

Legyen f(x) egy (a, b) intervallumban értelmezett monoton
nové (fogyd) fiiggvény. Tetszbleges c € (a, b)-ben az f(x)-nek van
jobb és bal oldali véges hatdrértéke; f(x)-nek az a-ban létezik
tdgabb értelemben vett jobb oldali hatdrértéke, mégpedig ez vagy
véges, vagy — o (+ ); a b-ben pedig tdgabb értelemben vett bal
oldali hatdrértéke van, ez vagy véges, vagy + = (— <=).

Gyakorl6 feladatok

31. Igazoljuk az el6bb megfogalmazott téteinek azt a részét monoton
nové fiiggvényére, hogy ha c€ (a, b), akkor létezik a

lim f(x)

x—=c—0
véges hatarérték.

Megoldds :

A bizonyitds gondolatmenete hasonlé a monoton sorozatok hatdrérté-
kének 1étezésérdl szOl6 tétel igazolasakor alkalmazott mbdszerhez. A 67.
4bra szemlélteti a bizonyitast.

Jel6ljiik K-val az (a, c) intervallumban felvett fiiggvényértékek halmazat.
A K halmaz feliilr6] korlatos, mert f(x) az (a, b)-ben monoton névd, igy ha
a<x<c, akkor f(x)=f(c), tehat f(c) a K egy felss korlatja. Ekkor, az1. feje-
zetben igazolt tétel alapjan, K-nak van legkisebb felsG korlatja, masképpen
fels hatéra ; legyen ez A4, azaz

A=sup K.
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y=f(x)
f(c) (

f(x)
A—et

S

Megmutatjuk, hogy lim f(x)=A. Adjunk meg egy tetszGleges e>0 sz4-
x=+c—-0
mot és keressiink ehhez j6 d-t. Az A — ¢ szAm nem felsG korlatja K i
. -nak, i
van olyaq a<xy=<c, hogy f (xg)>A —e. Ha most tetszGleges x-it vélaszturgﬂ);
Xg €s ¢ kdzott, akkor a fiiggvény monoton novése s A definici6ja miatt

A—e<f(x=f(x)=A<A+e,

67. 4bra

azaz
/() -Ai<e,
ha O<c—x<c—xy=4.
A tétel tobbi 4llitds4t hasonlé médon lehet igazolni.
32. Igazoljuk, hogy az e* fiiggvény mindeniitt folytonos.
Megoldds :
Az €* definici6jabol kiovetkezik, hogy a fiiggvény az egész szimegyenesen

szigortian monoton nové. Igy az el626 tételbs] kovetkezik, hogy tetszGleges
a helyen létezik lim e¥*=A és lim e*=RB hatérérték és A=ea=B. Elég

x=*+a—-0 x—a¢-0
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igazolni, hogy 4 =B, mert ha ez igaz, akkor a 26. feladat eredménye szerint
itt van hatarértéke és ez megegyezik az ea helyettesitési értékkel.

Indirekt uton okoskodunk. Tegyiik fel, hogy az llitdssal ellentétben
A<B. Ekkor 4 definici6ja miatt van olyan r,~a, r,<a raciondlis szim-
sorozat, hogy e™—A és a B definici6ja szerint van olyan s,—a, s,>a racio-
nélis szdmsorozat, hogy ¢**—~ B. Mivel

Sn

- e
Sn—rn-bo’ eSn n__ _’1,
el‘
mésrészt
lim &
lim (™ M="00 =,
n=*oco : rn 4
lim e

n=*oo

ezzel ellentmondésra jutottunk.

33. a) Igazoljuk, hogy tetszSleges x,<x,-re igaz az

xy+xy x1+ exz

19 e 2 <<

2
egyenlGtlenség.

b) Bizonyitsuk be, hogy az e* fiiggvény a (— e, + ) intervallumban
konvex, vagyis tetszleges a<b-re az [a, b] intervallum két végpontjdhoz
tartoz6 gorbepontokat dsszek6td hir a fiiggvénygdrbe felett van (68. abra).
Ezt az 4llit4st pontosan a kdvetkezd egyenlStlenség fejezi ki: ha a<x<b,
akkor:

b_ a
o) F=E"¢
b

x—a)+e=1, ,(x).
—a

e*—1

¢) Mutassuk meg, hogy az fiiggvény monoton névsS a (— e, 0) és

(0, + =) intervallumokban.
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A 68. abra

SN

v

/ a x b

d) Igazoljuk, hogy
=1
lim =1.
x»0 X

Megoldds :

a) Azéllitast a 69. abran szemléltettiik. A (19) egyenl6tlenség bal-oldalat
a kovetkez6 alakban is irhatjuk :

X1+ xg

5 -l/ X3+ Xo ]/ X;  Xp
e =Je =fe e .

Ezt felhasznalva a bizonyitando

X X,
. xp € ¥e?
" <

14 Hatarértékszamitas 209



S 69. dbra

x
[
>
ete A
2 4
Xi+%
NE
X1 _"_“;_‘52_ X2

egyenlStlenség igaz a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség
. . 2
szerint, hiszen x, < x, miatt e*<e*"

b) Azallitdstazeldz6, a) feladat eredményének és az e* folytonossdginak
felhaszndalasdval igazolhatjuk.

+b .
Az adott [a, b] intervallum 35— felez8pontjaban az a) feladat alapjan

igaz, hogy:

%9 a+b\ +é
e <Ia,b — = .

b +b . L
Az [a, %il és [32— s ] intervallumok felezépontjara szintén az a) fel-

adat eredményébdl kdvetkezik, hogy igaz az allitds (70. dbra). Példdul az
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A 70. abra

Y=ex

A%

a+b
at+——-

a+b| .
a, < intervallum

felezGpontjara a kovetkezoképpen lathatd
be a (20) egyenlGtlenség:

b a_ b
a+a% atb a+e +e a+b

e < =1,

A felezési eljarast folytatva, teljes indukcidval lathato, hogy tetszGleges
n természetes szdmra az n-edik 1épés utdn kapott 27-1 pont mindegyikére
igaz a (20) egyenlGtlenség.

Vizsgéljuk most az (a, b)-ben megadott x pontot. Az [a, b] intervallumra
alkalmazva az el6z6 felezési eljarast, a kapott felez6pontokb6l meg tudunk
konstrualni egy olyan Xy X35 +++s X, ... SOrozatot, amelyre lim x,=x és

n—>ece
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minden n-re igaz, hogy:
<l plx,)-
Az e* fiiggvény és [, p(x) folytonossdga miatt tehdt:

e*=1lim ¢*=lim Ly, o)) = 1, 5(x).

n—roo ri—roo
c) Legyen 0<x;<x, két szdm. Azt kell megmutatnunk, hogy:

ef—1 e¥—1

=
X1 x2
A 71. dbra
P
I
>
l
a
1
m—
7] e

Az allitast a 71. dbrdn szemléltettilk, ennek alapjan lathatd, hogy az 4llitas
geometriailag azt jelenti, hogy az /, egyenes irdnytangense nagyobb vagy
egyenld, mint az /;-é.
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A b) feladat eredményét az [1, x,] intervallumra alkalmazva azt kapjuk,
hogy az x,-hez tartozé gérbepont az /, hur alatt van, ebbdl viszont mér ko-
vetkezik, hogy az /; egyenes irdnytangense kisebb vagy egyenld, mint /,-6.

Az éllitas a (— <, 0) intervallumra is hasonld médon lathaté be.

-d) A c) feladat eredményét felhasznélva, példdul a (0, 1) intervallumban
X

az figgvény monoton ndvé €s alulrél korldtos, mert pozitiv (e >1).

Ekkor a monoton fiiggvény hatarértékének létezésérdl szolo tétel alapjan

1étezik a
e =1
lim =A
x—0+4+0 X

véges hatdrérték. Az 4 értékének meghatirozasahoz elég egy specialis, jobb-
rol a 0-hoz tarté sorozatot vélasztani és kiszdmitani a sorozat elemeihez
tartozé fliggvényértékek sorozatanak hatarértékét. Legyen ez a sorozat az

1
<—> , erre teljesiil, hogy 0-hoz tart és a tagjai pozitivak.
n

Az 1. fejezet 68. feladataban igazoltuk, hogy

i

. e;—l
lim =1,

n—too

n

tehat 4 =1. Hasonlban lathato:

X —

lim =1
x=0-0 X

isigaz; ebbdl a 26. feladat szerint kovetkezik az 4llitds.

33. Igazoljuk, hogy ha a>0, akkor

X

lim =Ina.

x=0

X

Megoldds :

Ha a=1, akkor az 4llitds nyilvdn igaz, igy tegyiik fel, hogy a= 1. Alkal-
mazzuk a 32. feladat eredményét . Ennek alapjén az
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-1

, ha x#0

X
/&=, ha x=0

a“—1
fliggvény mindeniitt folytonos. Alakitsuk 4t az

kifejezést a kovetkezs-

kép,'en:

-1 e
——=————-Ina=f(xIna) - Ina.
x xlna

xina__

Az x In afiiggvény folytonos a 0 helyen, itt értéke 0, igy a kozvetett fiiggvény
folytonossédga alapjan:

lim——=Ina- limf(xIng)=Ina.
x—0 x x-0

A fejezet 1. pontjdban mar vézlatosan felrajzoltuk az In x
fiiggvény és a trigonometrikus fiiggvények inverzeinek a képét.
Ezekkel a fiiggvényekkel kapcsolatos hatdrértékfeladatok meg-
oldasakor sziikségiink lesz arra a tényre is, hogy ezek a fiiggvé-
nyek az értelmezési tartomédnyukban folytonosak.

Az inverz fiiggvény altaldnos fogalmat a kovetkez8képpen ad-
hatjuk meg: ha az f(x) fiiggvény értelmezési tartomdnya az E
halmaz, értékkészlete a K halmaz és x;, x,€E x,7#x, esetén
f(x)#f(x,), akkor f-nek az E-hez tartozé inverz fiiggvényének
nevezziik azt a ¢ fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomdnya
K és barmely u€K-ra @(u)=v akkor és csak akkor igaz, ha
f)=u

Az inverz fiiggvény definicidjabol kovetkezik, hogy ha ¢ az f
inverze, akkor minden u € K-ra f(p(u))=u.

Az inverz fiiggvények folytonossagirdl sz6l6 tétel bizonyita-
sakor sziikségiink lesz egy, a zart intervallumon folytonos fiigg-
vényekr6l sz016 alapvetd tételre, amit Bolzano-tételnek is nevez-
nek. Ez a kovetkez8t mondja ki: ha f(x) folytonos a zdrt [a, b]
intervallumon, akkor f felvesz minden f(a) és f(b) kozotti érté-
ket.

Eddigi eredményeink felhaszndldsdval méar kénnyen igazol-
hatjuk a kovetkez6 4ltaldnos tételt:

Ha f szigorian monoton névé (csokkend) és folytonos [a, b}-
ben, akkor f értékkészlete [a, bl-ben [f(a), f(D)], GII. [f(]), f(a))),
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f-nek létezik az [a, b]-hez tartozé ¢ inverz fiiggvénye és ez is szi-
gorian monoton nové (csokkend) és folytonos [f(a), f(b)]-ben (ill.

[f(B), f(a@)]-ban.)

Gyakorl6 feladat

34. Igazoljuk az el6z6leg kimondott, inverz fiiggvények folytonossigarol
sz0106 tételt.

Megoldds :
A bizonyitast arra az esetre végezziik el, amikor f szigoriian monoton

nové [a,. b]-ben. (A szigortian monoton csdkkend esetre hasonlé modon le-
hetne eljarni.)
V' N

f(b) |-

/ a b >

72. 4bra

A Bolzano-tételbdl és f szigortan monoton novésébdl kovetkezik, hogy
f-nek [a, b]-hez tartozd értékkészlete [f(a), £(b)] (72. 4bra). A szigortian
monoton ndvés miatt az is nyilvan igaz, hogy kiilonboz6 [a, b]-beli helyekhez
kiilonboz6 [ f(a), f(b))-beli fiiggvényértékek tartoznak. Igy a ¢ inverz fiigg-
vény létezik és értelmezési tartomanya [f(a), f(b)]. Igazoljuk, hogy ¢ szigo-
ruan monoton ndvS[f(a),f(b)l-ben! Legyen u; ésu, két olyan szdm, amelyre:

f@y=u<u,=f(b),
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és indirekt modon tegyiik fel, hogy
0= ‘»‘5(“1)'E ‘P(uz) =0,.
Ebbdl f monoton ndvése miatt

SpuD)=u;=uy=f(g(uy))
kovetkezne, ellentétben a feltevéssel.

Mivel @ szigorian monoton nové [ f(a), f(b)]-ben, ezért minden c€ (f(a),
f(b))-ben van jobb és bal oldali hatérértéke. Ahhoz, hogy g itt folytonos is,
elég megmutatni, hogy

5 lim px)=¢(c)= lim @(x).
2y x=c=0 x=c+0

Tegyiik fel, hogy példaul
A= lim @(x)<gc).
x=c=0
Ekkor ¢ szigori monoton ndvése miatt az (4, ¢(c)) intervallumbeli értékek

kimaradndnak @-nek az[f(a), f(b)]-hez tartozo értékkészletébdl, igy megint
ellentmondashoz jutottunk (73. abra).

Hasonl6éan lehet megmutatni, hogy (21)-ben a masodik egyenl8ség is
érvényes €s azt is, hogy @ az f(a)-ban jobbrol, f(b)-ben balrol folytonos.

s

@lc)

'Y

fe) < f&)

73. abra.
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A 34. gyakorl6 feladatban igazolt tételbsl kovetkezik, hogy
példaul az arc sin x fiiggvény a [—1, 1] intervallumban szigo-
riian monoton névé és folytonos, az arc cos x fiiggvény a [— 1, 1]
intervallumban szigorian monoton fogyé és folytonos. A tételt
igazolni lehet 4ltaldnosabb formdaban is, példdul (— o=, + <)-ben
szigorian monoton és folytonos fiiggvényre vagy egy, az (a, b)-
ben szigortian monoton, folytonos fiiggvényre, amelyre

lim f(x)=— oo,
x—a+0

lim f(x)= + .
x—+a+0

Ezekbdl azutan kovetkezik, hogy az arc tg x, arc ctg x (— o,
+ o)-ben folytonos fiiggvények, azln x a (0, + ==)-benfolytonos,
szigortian monoton névé fiiggvény.

Gyakorl6 feladatok

35. Igazoljuk, hogy

. In(1+x)
m ——=1.
x>0 x
Megoldas :
In(1+ L,
Alakitsuk at az n_(_x) fiiggvényt a kovetkezd modon:
x
In(l+x) In d+x) 1
X 1+x-1 00 _ g
In (1+x)
Mivel az In (1 + x) fiiggvény folytonos a 0 helyen, igy lim In (1 +x)=1n1=0,

x=0
tehat a 33. gyakorlo feladat eredménye alapjan:

Ind 1
fim DL =1.

- X
x—0 x—'OeIn(l+x -1

In(1+x)
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36. Igazoljuk, hogy
1 x
lim {14+-] =e.
x> oo x
Megoldds :
1 X
Alakitsuk at az 1+—> kifejezést a kovetkez6 modon:
x
1
ln(l +-)
X,
1 —_—
1\ xIn (l +—> _1,
(1 + ) = =e *

x
. 1 .
Mivel lim -=0, ezért a 35. gyakorl6 feladat alapjan:

X+t x
1
ln(l +—)
x

1

1 x -
lim (1+- =1lime * =e.
x> +too X X too

37. Tegyiik fel, hogy lim f(x)=A4>0, lim g(x)=B. [gazoljuk, hogy

X 4o x—+ 4o
lim f(x)?®=45.
X+ oo
Megoldas :

A vizsgalt f(x)9*) alaku fiiggvényt igy irhatjuk:
IS ().

Mivel az In x fiiggvény folytonos az 4 helyen, ezért
lim g(x)- In f(x)=BIn A.

X~ +4oco

innen pedig az e* fliggvény folytonossiga alapjan adodik, hogy

lim fFP= lim OIS Blod_ g8

x> 4oo x> 4o
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38. Az el6z6 gyakorlo feladatokban kapott eredmények felhaszndlasaval
szamitsuk ki a kOvetkez hatarértékeket:

. 2x+2 \*
a) lim 5
xqeo \ 2Xx+1

b) lim (1+tg x)°'8*;
x—0

In x—1
c) lim ;

x+e XT€

d) lim

x=0

arc sin x

Megoldas :

a) Alakitsuk 4t a vizsgalt fiiggvényt, majd alkalmazzuk az el6z86 két
gyakorlé feladat eredményét:

X
2x+2\* 1 2x 41 |2x +1 _
lim [——=) = lim <1+ =et=Ye.
X~ oo 2x+1 X too 2x+1

b) Atalakitassal és a 35. gyakorlo feladat eredményének alkalmazésaval
érhetiink célhoz:

In(14+t8x)

lim (1 +tg x)*®*=lime 8% =e.

x=0 x=0

c) Ismét atalakitasokat célszer(i végezni:

X

In-
Inx—1 | Inx—Ilne 1 e 1
lim =lim =lim———=-.
x»e XT€ x—e XT€ x—'eef__l €

e

d) Hasznaljuk fel azt, hogy x=sin (arc sin x); az arc sin x folytonos a
0 helyen:
arc sin x

lim =

im — —=1.
x x— Sin (arc sin x)

x>0
arc sin x
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Feladatok
30. Szamitsuk ki a kovetkez8 hatarértékeket:

a) lim (1+x?)<e™;

x=0
1
2
wlm(mxy;
=0 \ COS 2x
¢) lim In tg x ;

. 1—ctgx

x—1
2 \FHT
d) mne;g :

xotw \ X1

lim (tg x)®**.

o
N—

n
X——

4

31. Szamitsuk ki a kovetkez8 hatdrértékeket:

a) lim (a, b=0);
x=0
b) lim == (a>0);
L
Qﬁmczb)(mbm
x=0

32. Igazoljuk, hogy ha f(x) monoton névé az (a, + <) inter-
vallumban, akkor lim f(x) véges hatarérték létezik, ameny-

X= 4 oo

nyiben f(x) feliilr6] korldtos (a, + «)-ben, ha pedig f(x) nem
korlatos feliilr8l (a, + o=)-ben, akkor lim f(x)= + .

X—>+ oo
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33. A maér t6bbszor alkalmazott felezési eljarassal igazoljuk a
Bolzano-tételt, vagyis azt, hogy egy [a, b] zart intervallumban
folytonos f(x) fiiggvény minden f(a) és f(b) kozti értéket fel-

VESZ.

34. Igazoljuk, hogy

35. Vizsgaljuk meg az

lim e*= + oo,
X+ oo

lim e*=0,
X — oo

lim In x= 4 oo,
X— + oo

Iim Inx=—co.
x—=0+0

1

1+¢€*

fiiggvényt, van-e hatarértéke a

— oo-ben, + oo-ben, a 0 helyen. Vazoljuk fel a fiiggvény grafikon-

jat.

36. Igazoljuk, hogy ha lim a,=a=0 és lim b,=b, akkor

n— oo n=*eco

lim ab"=a".

n-*eco

37. Szamitsuk ki a kovetkezd hatdrértékeket:

a)

b)

c)

d)

L
lim n(a”—1), a=0;

lim (_l/_a_%_lfg_)", a, b=0;

s Gy eees @;>0;

. (’i’?,ﬁ’a_ﬁ ... +Va7>
k

n=* o

. x\"
lim (1+;> ;  x tetszBleges.

n—*co
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38. Legyen f(x) egy [a, + ) alakd intervallumon folytonos
fiiggvény, amelyre lim f(x) véges hatarérték létezik. Igazoljuk,
X+ oo

hogy f(x) korlatos az [a, + <) intervallumban.

39. Legyen p(x) egy paratlan fokszamu valos egyiitthatds po-
linom. A Bolzano-tétel felhaszndldsival mutassuk meg, hogy
p(x)-nek van gyoke a valds szdmok korében, azaz van olyan x,
valés szam, amire p(x)=0.

40. Igazoljuk, hogy ha f(x) egy [a, b] zart intervallumban mo-
noton fiiggvény és minden f(a) és f(b) kozotti értéket felvesz,
akkor £ folytonos is [a, b]-ben.
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A II. fejezetben kitiizott feladatok megolddsai
1.a) Az [—il— fiiggvény értelmezési tartomanya a (— oo, 0) és

(0, + =) nyilt intervallumok egyesitése. A fiiggvény grafikonjat
az )lcfiiggvény gorbéjének darabjaibdl dllithatjuk dssze: 74. dbra.

VAT
4 ﬁI ¥ >
-4 -3 -2 - T 1 2 3 4

74. dbra

b) Az x?— [x?] fiiggvény értelmezési tartoménya a teljes szam-
egyenes, a fiiggvény grafikonjat az x2 fiiggvény gorbéjének da-
rabjaibol allithatjuk ossze: 75. 4bra.

¢) Hasznéljuk fel a 2.5) gyakorl6 feladat eredményét. Ennek

alapjan konnyen felrajzolhaté az x+Jx—[x] fiiggvény grafi-
konja: 76. 4bra.

d) Az abszolit érték definicidjat fethasznalva alakitsuk 4t a
Vx+|x—1] kifejezést:
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y=x*—[x]
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-2-13 92 - 1 42
75. 4dbra
y =[] +]x—[x]
76. abra

y=l/x+ix—1i
1
|
1 L4
77. abra
V'
y=2=1
[x{
1_~7:‘;‘—‘=‘=
] >
____________ -
78. 4bra
—_— {1 ha x<1
Vi+x—1]=4,/—- ’
+lx—1] V2x—1, ha x=1.

Ennek alapjdn mar konnyen felrajzolhatjuk a fiiggvény grafi-

konjat: 77. 4bra.

crer

e) Itt is az abszolit érték definiciojat hasznaljuk fel 4talaki-

tasra:

15 Hatérértékszamitas

225



79. 4bra

1—-1-, ha x=0,
x——l___ X
Il 1—-1, ha x<O.
x

A fiiggvény grafikonjat a 78. 4brén rajzoltuk fel:

2.a) A logaritmus azonossigainak alkalmazisdval alakitsuk
4t a kifejezést:

In 1= —In x.
x

A fiiggvény grafikonja a 79. abran lathato.
b) A fiiggvény értelmezési tartomanya a (0, + =) intervallum.
Az In x definici6jat alkalmazva kapjuk:

é&”=x, ha x>0.

A fiiggvény grafikonja a 80. 4brdn lathat6.
c) Az [x] fiiggvény szakaszonként konstans, igy ugyanilyen
tulajdonsagn lesz az el fiiggvény is (81. 4bra).
d) Az |x| definicidja alapjan irjuk ki részletesen a fiiggvény
definicidjat:
— x| e”, ha x< 0,
e =
e x, ha x=0.

A fiiggvény gorbéje a 82. abran lathatd.
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V'
y—eof
e ‘—o
|
| Q) !
._6—)
Ly
| 4
) —1 1 2
80. dbra 81. 4bra

82. 4dbra

=V1_sin2x

= % |

[NE]
q

83. dbra

3.a) A megfelelS trigonometrikus azonossigot és a négyzet-
gyok definicidjat alkalmazva ezt kapjuk:

Y1—sinZ x=Ycos? x=|cos x|.
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A cos x fiiggvény képének ismeretében az |cos x| fiiggvény gra-
fikonjat is konnyen felrajzolhatjuk (83. 4bra).

b) A 4.b) gyakorl6 feladatban 4brazoltuk az arc sin (sin x)
fiiggvény grafikonjat. Ennek alapjin felrajzolhatjuk az x-+
+ arc sin (sin x) fiiggvény grafikonjat is (84. 4bra).

4
a4
y=x+arc sin (sin x)
! l 1 1 1 |
TPy R "R
2 2 2 2
4z

84. 4bra

¢) Az abszolut érték definici6jit felhasznalva igy irhatjuk 4t a
fiiggvény definicidjat:
T _arc tg(x—2), ha x=2,
11 3
3~ larc tg (x—2)|=

§+arctg(x—-2), ha x<2.

A fiiggvény grafikonjat az arc tg x fiiggvény grafikonjédnak da-
rabjaib6l egyszerii transzformacidkkal allithatjuk el6 (85. 4bra).
d) ElGszor atalakitjuk a vizsgélt fiiggvényt definidlo kifejezést.
2tgx
1+tg2x
azonossagbdl kovetkezik, hogy ha |x|=1, akkor

A sin2x=

arc sin —2—)‘——-—2 arctg x
1+x2 g x.

228

4
Pl y=i;—-—|arc tg (x—2)|
3
—_— ] ____2________________._
[
85. 4bra

Ha x> 1, akkor az arc sin x fiiggvény definicibja alapjin:

. 2x
arc sin ——=mn—2 arc tg x,

1+ x2
ha pedig x<—1, akkor

X
=—m—2 arc tg x.

.2
arc sin 1=

Ezek alapjan a fiiggvény grafikonjdt mar felrajzolhatjuk (86.
fibra).

Y= arc sin 1_2:

86. dbra
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4.a) A sin x fiiggvényrdl tudjuk, hogy ha x=kﬂ+g, akkor

sin? x=1, ha x kn+;—t , akkor 0=sin? x<1 (k egész). Ezt fel-

+1
hasznélva a hatarértékként definiélt fiiggvényt a kovetkez8kép- ? y={(x)

pen éllithatjuk el§:

N l:’ x——‘—“—-.

mla?———

1, ha x=kn+7—t, 3
f(x)= lim (sin? x)"= - 2
" 0, ha xzkn+ts. 87. dbra

N|d O——@

A fiiggvény képét a 87. 4bran vazoltuk.
b) Sz&mitsuk ki elGszor a keresett hatarértéket gy, hogy két

oldalrél megbecsiiljiik az 1+ "+ kifejezést!

n n n, .
e"+‘<V1+e""‘+”<V2e""‘+”=e*+1V2, ha x=0.

Mivel lim V2=1, ezért
n— oo y= f(x)

f(x)=lim V1+ e *+V=¢*+1, ha x=0.

Az f(x) fiiggvény képét a 88. 4bran rajzoltuk meg.

c) Itt is elGszor a hatarértéket szamitsuk ki! Az x>2 esetben

a kovetkezG becslést alkalmazhatjuk :
<ln(2"+x") ln2~x"= + In2 ,
n n

In x Inx

ahonnan kovetkezik, hogy
Hm In (2;+ x")

A 0=x=2 esetben 1 —»
In(2"+x") _In 27+ 1
In2= - = = (1 +;l-)ln 2, 88. dbra

eq

=Inx, ha x=>2.




Ii

n— o

tehat
im 131(.2%“:1112, ha 0=x=2.

4
y=lim M
nowec n
'n 2‘_/———__‘

" N
T L4
2

89. abra

A fiiggvény képét a 89. 4bran rajzoltuk meg.

5. Az f(x) fiiggvény értéke [0, 7)-ben sin x. A [r, 27) interval-
lumban mindeniitt 2-szer akkora az értéke, mint a z-vel kisebb
helyen, és igy tovabb. A [—m, 0) intervallumban f(x) értéke fele
akkora, mint a m-vel nagyobb helyen stb. Ezek alapjin mar
konnyii megrajzolni a fiiggvény képét (90. 4bra).

6.a) Adjunk meg egy £>0-t és keressiink hozza j6 §-t. Ha
x> a, akkor érvényes az

x2_a2
=x+a
X—a
41
y=f(x)
a1
1+
—2n -z E4 2n 3n »
90. abra
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egyenlGség, tehat

x2— g2
@ 5=

—2al= |x+a—2a|=|x—a], ha x##a.

A (22) egyenlGség azt mutatja, hogy d=e¢ valasztéssal teljesiilnek
a hatarérték-definicié kikotései.

b) Adjunk meg egy tetszGleges e=0-t és keressiink hozz4 meg-
felel6 6-t. Alakitsuk 4t elSszor a fiiggvényt definidlé képletet:

VSE—}/&'__: x—a _ 1
x—a (x—a)(yX+ya) yx+ya

Becsiiljiik meg a hatdrérték és a fiiggvényérték eltérését:

ha x=a.

1 1 __ lVx—Vaj

l -
@) Viva zal 24agxiya)

x—al __|x-al

T a(x+yay  2aya

A (23) egyenl8tlenség alapjan, ha é=e¢ - 2al/a, és
|x—al<e-2afa, x=0,

akkor

yx—va 1

x—a 2ya

<é&.

7. Igazoljuk el8szor, hogy lim f(x)=0. Adjunk meg egy ¢>0-t
x=0

és tegyiik fel, hogy |x|=1. Ekkor az x?>=|x| egyenlGtlenséget al-
kalmazva

If(x)—-0|=|x|<s¢,
ha d=min (1, &). Ez azt jelenti, hogy f(x) folytonos a 0-ban.
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Legyen g(x)=[£x—)§& . A g(x) fiiggvény az f(x) definici6ja

alapjén igy adhat6 meg:

_{x, ha x raciondlis,
()= 0, ha x irracion4lis.

Ha adott e=>0-hoz 6=e-t vilasztunk, akkor ez nyilvan j6 lesz a
lim g(x)=0 egyenl8ség igazolasira. (Megjegyezziik, hogy az

x=0

f(x) fiiggvény grafikonjét gyakorlatilag nem tudjuk megrajzolni.)

8. A szemlélet alapjin nyilvanvaldnak tiinik, hogy a konstans
filggvény mindeniitt folytonos. De azért meg kell mutatnunk,
hogy ez a definiciobdl kovetkezik. Ha e>0-t megadunk, akkor
nyilvan tetsz8leges 6=>0 j6 lesz hozz4, mert tetszSleges a-ra és
tetszGleges x-re:

[fx)=f(a)|=0.

9. A cos x fiiggvény folytonossagat a sin x fiiggvény folyto-
nossidginak igazoldsakor haszndlt moédszerrel bizonyithatjuk.
Hasznaljuk fel a

s x—cos a= —2 sin > % sin X2
cos x—cos a 3 3
azonossigot. Ennek alkalmazédsival a kovetkezS becslést kap-
juk:

-l-a”

|cos x—cos a[=2lsm sin ————‘Slx al,

ami azt jelenti, hogy tetsz8leges a esetén adott e=0-hoz d=¢ jé
lesz.
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10. Azt fogjuk megmutatni, hogy tetsz8leges a valds szdmra:
lim f(x)=0. Ebbdl mér kovetkezik, hogy a fiiggvény irracioni-
fi;ahelyeken és a 0 helyen folytonos, hiszen itt a fiiggvényérték
is 0.

Adjunk meg egy rogzitett a helyet és egy tetszSleges e=0
szdmot. Ehhez az ¢>0-hoz kell keresniink olyan, alkalmas =0
szdmot, hogy az a hely & sugara kdrnyezetében az a kivételével
a fiiggvényérték mar mindeniitt e-n4l kisebb legyen (a fiiggvény-
érték mindeniitt nemnegativ, igy ha kisebb e-n4l, akkor a 0-t6l
valé eltérése is kisebb lesz e-ndl).

Egy j6 d-t a kovetkez8 médon kereshetiink: legyen n, az

alegkisebb pozitiv egész sz4m, amire igaz, hogy —1-<e. Keressiik
%o

meg ezutdn az 1, 2, . .., n, nevezdji, 5 alak (p, q egész) racioni-

lis szdmok koziil az a-hoz legkdzelebb levSket, amik a-tél kii-
16nboznek. A kapott véges sok szdm koziil jelsljiik r-rel az a-hoz
legkzelebb esSt (ha kettd ilyen van, akkor ezek egyenlS tdvol-
sdgra vannak a-tdl, az egyik legyen r). Az |[a—r|=0 vilasztis
megfelel6 lesz, hiszen az (a— 8, a+ d) intervallumban az a-t6l
kiilonb6z8 helyek vagy irraciondlisak és itt a fiiggvényérték O

vagy olyan g alakd raciondlis szdmok, ahol a fiiggvényérték
%1 €s q=ny, tehat n, véilasztdsa miatt 0<1<ni< E.
0
11. Egy ismert algebrai azonossig felhasznalasival becsiiljiik

meg ;i/;eltérését egy tetszSleges a=0 helyen vett fiiggvényérték-
tol:

@) [i7—fa|= L —
U s N (DL
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_ lx—al
(Ya ) -

Adott e>0-hoz é=(Va)* e j6 lesz; ez a (24) egyenlStlenségbBl
lathatd.

, ha x=0.

12. Alkalmazzuk a hatdrérték definici6jat egy O<e<|4| szdm-
ra és vélasszunk egy ehhez j6 6-t. Igy, ha x> a az a szdm 0 su-
gart kornyezetében van, akkor

A—e<f(x)<A+e
teljesiil, amibdl ¢ vélasztdsa miatt kovetkezik, hogy f(x)=0.

13. Alkalmazzuk a 12. feladat eredményét és a sorozat és fiigg-
vény hatarértékének kapcsolatira vonatkozd tételt. Vélasszunk
egy tetszGleges x,—~a, x,>a sorozatot. Mivel lim f(x)=A4=0,

x—*a

ezért f(x,)— A és véges sok kivételtsl eltekintve f(x,)=0. Ekkor

L1 ami azt jelenti, hogy lim—l—-— L
fG) A7 ’ xmaf(X) AT

14. ElGszor mutassuk meg, hogy ha minden x,—~a, x,>=a-ra
az f(x,) konvergens, akkor minden ilyen f(x,) sorozatnak ugyan-
az a hat4rértéke. Indirekt mddon, tegyiik fel, hogy van két
olyan x,—~a, x,#a és x’ ~a, X, #a sorozat, hogy lim f(x,)=4,

n-—» oo

oo 5y08SZE-

lim f(x))=A" és A= A". AZ Xy, X{, Xy X35 + 23 Xy X,
n-—+oco

fésiiléssel” keletkez§ sorozat tagjai a-t6l kiilonboz6k és a sorozat
a-hoz tart. gy az f(x,), f(x), f(x2), (%), ..., f(xD) f(%)), .-

sorozatnak is konvergensnek kellene lennie, ami nem lehet, mert
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két kiilonboz8 hatarértékhez tartozé részsorozata van. Ellent-
mondashoz jutottunk, tehit az 4llitds igaz.

Jeloljiikk az x,—~a, x,a sorozatokhoz tartozé f(x,) konver-
gens sorozatok kozos hatarértékét 4-val és mutassuk meg, hogy
lim f(x)=A. Ezt is indirekt Gton igazoljuk. Tegyiik fel, hogy

nem igaz az 4llit4s. Ez a hatdrérték definiciéja alapjan azt jelenti,
hogy van olyan e>0 szdm, amelyhez — ha tetszSleges 6=0-t
adunk is meg — mindig taldlhaté olyan x; hogy O<
<|x;—a|<0és|f(x;)— A|=e. Az ilyen tulajdonsdgn e-hoz va-

1 .
lasszuk sorra é-nak az - szdmokat (n€T). Igy egy x;=x, so-

n

rozathoz jutunk, amelynek tagjaira 0<|x,,—al<% teljesiil, ami

azt jelenti, hogy x,—a, x, a fenndll. Az f(x,) sorozat mégsem
tart A-hoz, hiszen minden n-re | f(x,)— A]=e=>0 4ll fenn, igy el-
lentmond4sra jutottunk.

15.a) Emeljiik ki a sz4mlaldbdl is, meg a nevezEb8l is az x+ 1
tényezSt, majd egyszeriisitsiink vele:

X2 4+3x+2  x+2

(25) x3+1 x2—x+1°

ha x=-—1.

A (25) jobb oldaldn 4ll6 fiiggvény mar folytonos a — 1 helyen,
igy hatarértéke megegyezik a helyettesitési értékével, tehat:

lim x24+3x+2 1
by X341 T3

b) B8vitsiik el8szor a tortet (V2— x+ 1)(V5 —x+2)-vel:
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(26) Y5—x—2 =;/2—x+1 . ha x=l.

V2—x—1 V5—x+2

A (26) egyenlGség jobb oldalan 4ll6 fiiggvény folytonos az 1
helyen, igy hatarértéke megegyezik helyettesitési értékével:

. V5=x-2
11m ———ee

1
=1 V2—x—1 2

¢) A hatdrérték kiszdmitdsa egyszerti, ha el8bb elvégezziik a
kovetkezd algebrai 4talakitdsokat:

k n ktkx+...+kx""l—n—nx—.. —nxk-1 _
1—xk 1=x" (1=X)(1+x+... +x5 Y1 +x+...+x"1)

k=1 +k(xE=1)+ . Ak =) —n(x =D —n(x*-1)— ... —n(xF-1-1) _

A=) +x+ .. +x5=Y(1+x+. .. +x*-1)

_ nn(x+1D)+ .. R D) —k— k(x4 1= k(L 41
- A+x+ ... +x DA+ x4 ... +x7Y

ha x=1.

Az utoljara kapott fiiggvény mar folytonos az 1 helyen, igy
az eredeti fiiggvény hatarértéke:

fim( )=
x—1 1—xk 1“_'x" -

_n(1424.. . 4 (k=1)—k(1+...+(n—1)) _k—n
- k-n T2

d) ElG8szor trigonometrikus azonossdgokat alkalmazunk a ki-
fejezés 4talakitdsara:

238

2% 5 Xne X
cosx—sinx+1_2cOS 2 2stCOS2

cos x+sinx—1

in X cos X—2 sin2 >
2s1n2cos2 2 sin 3

T

=ctg;, ha x7é2

A kapott ctg; fiiggvény maér folytonos ag helyen, igy a ke-

resett hatdrérték:

cos x—sin x+1

ct n—l
% Cosxtsmx—1 Bz -

X

16.a) A feladat megolddsakor a S—m;c—x—» 1, ha x—0 hatérértéket
hasznélhatjuk fel:

sin kx
. sinkx .. kx k
lim — =lim — .-
x—o SIMNX Lo SINX n
nx

k
-3

b) El8szor trigonometriai azonossagok alkalmazisival ala-
kitsuk 4t a fiiggvényt definidlé kifejezést:

T _ 2tgx 1-tgx
tg 2x tg(Z—x)_l—tgzx 1+tgx

. 2tgx 7
R ha x;é4.

Az 4talakitassal kapott kifejezés a ;—t helyen folytonos fiiggvényt
definddl, igy:
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lim tg 2x - tg(z—x) = lim _2_tg_x___% .

4 . (L+tgx)2
x> x=7
¢) A 23.a) gyakorl6 feladatbol ismert lim 1—_5(22—{:% hatar-
x=0
értékre vezethetjiik vissza a feladatot:
1—cos x3
. 1-Vcosx? . x5 x*
lim i =l i . =0."
x»0 1TCOSX -y 17 COS CZOS.’_C 1+Vcos x3
X

d) Itt egyszer(i algebrai atalakitdsokkal is célhoz érhetiink:
lim 2sin?x+sin x—1
£ 28in2x—3smx+1

X+

6

— lim (2sin x—1)(sinx+1)
- (2sin x—1)(sinx—1)

x=Z
6

-3.

17. Az f(x) fiiggvény a 0 hely kivételével azonos a konstans 1
fiiggvénnyel, igy lim f(x)=1. A g(x) fiiggvény tulajdonsagait a
x=0

10. feladatban vizsgaltuk és megallapitottuk, mindeniitt 0 a
hatérértéke, igy lim g(x)=0 is 1étezik.

x—0

Az f(g(x)) kozvetett fiiggvényre a kovetkezSt kapjuk:

1, ha x racionilis,
Sgxp= {O, ha x irracionalis.

A lim f(g(x)) hat4rérték nem létezik, mert ha egy 0-hoz tarté

x—0

1
raciondlis szamokbol 4ll6 sorozatot vélasztunk(pl. az (;)-et),
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¢ mentén a fiiggvényértékek sorozata 1-hez tart, mig egy 0-hoz

tartd, irracionalis szimokbdl 4116 sorozat <p1. a (-—'—:?—)) men-

tén a fiiggvényértékek 0-hoz tartanak. Hasonl6é gondolatmenet-
tel 1athato, hogy az f(g(x)) fiiggvénynek sehol sincs hatarértéke.

Példank azt mutatja, hogy a kozvetett fiiggvénynek még akkor
sem mindig van hatarértéke, ha mind a kiils, mind a belsd
fiiggvénynek létezik véges hatarértéke.

18. Az 4llitast a sorozat és fiiggvényhatarérték kozotti kap-
csolat felhaszndldsavaj igazolluk. Azt kell megmutatnunk, hogy
tetsz8leges x,—~a, x,a sorozatra f(g(x,))—~f(b). A lim g(x)=b
feltételbdl kovetkezik, hogy g(x,)—b. Azt nem allithatjuk, hogy
g(x,)5= b, de erre nincs is sziikségiink, mert ha g(x,)=b, akkor
Slg(xN=1(b) és ffolytonossiga a b helyen tehat biztositja, hogy
az f(g(x,)) sorozat b-hez tart. (A 17. feladat azt mutatta, hogy ha
f-181 csak annyit kotiink ki, hogy van hatarértéke a b helyen,
akkor a problémat az okozza, hogy a g(x,)= b feltétel nem tel-
jesiil).

19.a) Az f(x) fiiggvény hatarértéke a + «-ben — , ha tetsz6-
leges N szdmhoz van olyan w, hogy ha x>w, akkor f(x)<N
(91. 4bra).

b) Az f(x) fiiggvény hatarértéke a — «-ben + oo, ha tetsz8le-
ges P szdmhoz van olyan o, hogy ha x<w, akkor f(x)>P (92.
dbra).

¢) Az f(x) fiiggvény jobb oldali hatirértéke az a helyen + oo,
ha tetsz6leges P szamhoz van olyan 6=0, hogy ha 0<x—a<$,
akkor f(x)=P (93. 4bra).

d) Az f(x) fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a helyen — <o,
ha tetszSleges N szdmhoz van olyan 6=0, hogy ha O<x—a<,
akkor f(x)<N (94. 4bra).

e) Az f(x) fiiggvény bal oldali hatarértéke az a helyen + <, ha
tetsz8leges P szamhoz van olyan 6=0, hogy ha O<a—x<4,
akkor f(x)=P (95. 4bra).
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f) Az f(x) fiiggvény bal oldali hatdrértéke az a helyen — oo, ha
tetsz6leges N szdmhoz van olyan 6=0, hogy ha O<a—x<$,
akkor f(x)<N (96. 4bra).

20.a) Osszuk el a szdmlaldt is €s a nevezlt is x>tel:

3x—-—g+1—0

. 3x3-2x+10 . x  x2
hm ————= lim ——————= 4.

X4 oo Sx2—x—1 X4 oo 5__1__i

x x2?

b) A szamlalot is és a nevezlt is x3-nal osszuk:

2.1, 2
2x2—x+2 x x2' x3

1' [ | _=0.
o e T T

¢) Itt is x3-nel osszuk a szdml4lot is és a nevezdt is:

3_2_1__3__.3_
lim 3x3—2x245x—3 lim x x2 x3 3
wote  2X3—x+12 L, , 1,12 T2
x2 X3
21. Legyen

PX)=apx"+ax"t 1+ .. . +a,
Pe(X)=box*+ b xk—1+ ... + bk,

ahol a;0 és by=0.

. PAX)
lim —£—2=
Xx—*+ oo Pk(x)
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agx" F4axrk-14 +ﬁ'1
lim o ! T xk (40, ha aghy=>0
X=+ o bl bk {—oo, ha aob0<0
b0+'——++7 ,
x X és n=>k

ayt—+...+—=
X X" a,

=\ lim =—
ot e b b, by’
x>t bo+;‘+...+;ﬁk 0

ha n=k,

) ay a,
. xk—n+xk—n+l+"'+;l—<‘
lim =0, ha k=>n.

rr_rr 1

Az el8z8 4talakitisbol a — o-ben vett hatdrértéket is kiolvas-
hatjuk:

(+e, ha aghy=0, n=k és n—k péros,
vagy agb,<0, n>k és n—k paratlan
lim &,_(_J_c_)z —oo, ha agby=>0, n>k é n—k pératlan,
o o0 Di(X) 4 vagy agby<0, n>k és n—k péros,
2 han=k,
by
0, ha k>n.

22. Azt kell igazolnunk, hogy tetsz8leges x,— + - sorozatra
flg(x))~f(a). Mivel lim g(x)=a, g(x,)—a és ebbdl f folyto-
x>+

possaga miatt k6vetkezik, hogy f(g(x,))—f(a).

23. Ittis a sorozat és fiiggvény hatarértéke k6zotti kapesolatot
alkalmazzuk: A feltétel szerint tetszGleges x,—~«, X, a« SOro-
zatra | f(x,)| > + . Ebb8] kovetkezik, hogy

-—»0’

1 ’__1__
fG f(x)
de ez csak tigy lehet, ha
1
-———PO
f(x,)
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is igaz, tehat

lim — 1 =0.

xma S
24.a) A kovetkezG algebrai 4talakitdsokkal érhetiink célhoz:

lim (Vx2+x—1-Vx2—x+1)=

x> oo
2x—2
= lim
ot VXx24x—1+ Vx2—x+1
= =1.

= lim
Xt i1 1 1
V1+———5+l/1——+—7
X X X X

b) 1tt is az a) feladatban alkalmazott médszert célszerii ko-

vetni:
lim (Y9x2+1-3x)= lim —1———=0.
PRP x4V 9x24 1+ 3x
c) Itt is a konjugalttal célszerii osztani és szorozni:
— 9352
lim (V2x245+5x)= lim D2
X oo xo—e V2x245—5x
— 23x+§
X
= lim = — oo,
X~ —~ oo 5

Vo

d) Ko6z6s nevezre hozas utan a 21. feladat eredményét alkal-

mazhatjuk :
x3 x2 2x34+4x2 2
lim | ——— = lim =<
ot oo \ 3X2— 4 3x+2 x_,+°,9x3+6x2 12x—8 9
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25.a) A fiiggvény grafikonjat a 97. abrdn rajzoltuk meg.
Az 1 helytdl jobbra a fiiggvény az x+ 1 fiiggvénnyel azonos
igy jobb oldali hatarértéke megegyezik az x+ 1 fiiggvény 1 hely-

hez tartoz6 értékével:

97. dbra

2__
lim x—1 =2
x=140 [X— 1

Az 1 helytl balra az —— | fuggveny a —x—1 fiiggvénnyel

azonos, igy:
x2—1
lim ———=-2.
xo1-0 1X—1]
b) A fiiggvény képét a 2b) gyakorlé feladatban rajzoltuk
meg (35. 4bra). A fiiggvény a [0, 1) intervallumban a Vx fiigg-
vénnyel azonos, igy ha megmutatjuk, hogy a Vx fiiggvény a 0

helyen jobbrdl folytonos, akkor ebb8l kovetkezik :
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lim ¥x—[x]=0.
x—0+0
Adjunk meg egy ¢>0 szamot, ehhez d=¢? jO lesz, mert ha
0= x<e?, akkor Vx<e nyilvén teljesiil, tehat a J/x fiiggvény a 0
helyen jobbrél folytonos. A 0 bal oldali kérnyezetében a ¥ x— [x]
fiiggvény a Vx+1 fiiggvénnyel azonos, igy:

lim Vx—[x]=1.
x—0—0

¢) Trigonometrikus azonossag alkalmazasaval alakitsuk 4t az
f(x)-et definidlé formulat:

_Vi—cos2x V2sin?x _

Sl =—=2 S
=:V§-Bh]x|.lfl
X x
>
>
]
98. dbra
Az % fliggvényt a 98. abran abrazoltuk.
. sinx o 1z . .
A lim —==1 hatérérték felhasznalasdval lathatd, hogy
x=0
lim f(x)=V2
x—0+0
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és
lim f(x)=-V2.
x—0—-0
sin x . . . .
d) Atgx= corx azonossagot felhaszndlva 14thaté be a defi-

nicié alapjan, hogy
lim tgx=+-ce
x=Z_-0
2
€s .
lim tgx=—co.
x»%+0

26. ElGszor tegyiik fel, hogy lim f(x)=A és mutassuk meg,

hogy ekkor f(x)-nek az a helyen van jobb oldali és bal oldali
hatérértéke és mindkettd A. A feltétel azt jelenti, hogy tetszd-

leges e=>0-hoz van olyan 6=0, hogy ha O<|x—aj<¥, akkor
| f(x)— A|<e. Ebbd] viszont kovetkezik, hogy ha

0<x—a<$,

akkor is fennall
[f(x)— A]<e,
és ha
O<a—x<§,
akkor is teljesiil
[f(x)—A]<e.

Eredményiink éppen azt jelenti, hogy
27) lim f(x)=4

x—a—0

és

(28) lim f(x)=A.
x=a+0
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Tegyiik fel most, hogy a (27) és (28) egyenlSségek fennéllnak.
A definicid szerint ez azt jelenti, hogy tetszSleges e=>0-hoz van-
nak olyan §,=0 és 6,>0 szdmok, hogy

ha 0<x—a<§,, akkor [f(x)—A|<e,
ha pedig 0<a—x<§,, akkor | f(x)— A|<e.

Jelolje 6 a 0, és 8, szamok koziil a kisebbet; ekkor
0<|x—a]<d esetén | f(x)— Al<e, ami azt jelenti, hogy

lim f(x)=A.

x—a

27. Az 4llitas egyszeriien kovetkezik a definiciokbdl és a 26.
feladat eredményébdl.

28. Indirekt uton fogjuk igazolni, hogy az allitdsban szpreplfo’
K szam létezik. Tegyiik fel, hogy nincs ilyen K. Ez azt jelenti,
hogy akdrmilyen K szdmot adunk is meg, ehhez van ,olyan
xx€ [a, b], hogy f(xx)=K. Valasszuk K-nak sorra a termeszetes
szamokat. Igy minden n természetes szdmhoz talalunk olyan
x,€ [a, b]-t, hogy f(x,)>n. Az (x,) sorozat az la, b] 1ntervallug1
egyes pontjaibél 4ll, tehat korlatos, igy az I. fejezet 52. feladata-

nak eredménye szerint van egy (x,,) konvergens részsorozata; -

legyen lim X, =X,. Mivel minden k-ra a=x, =b igaz, igy az
k-

x, hatarérték is benne van az [a, b] intervallumban..Mive’l f(x)
folytonos [a, b]-ben, igy x-ban is (ha x,=a, akkor jobbrol, ha
xo="b, akkor balrdl) folytonos. Mivel x,,—~xo, f(x,,)~>f(xo) 1s
fennall, ellentétben azzal, hogy f(x,,)>n és m.—~+ . Ellent-
mond4sra jutottunk, tehat az 4llitdsban szerepld K szdm létezik.
Hasonldan lehet igazolni k 1étezését is.

29. Az el8z8 feladatban igazoltuk, hogy az f(x) fiiggvény [a, b
intervallumban felvett értékeinek halmaza korldtos. Jeloljikk M-
mel ennek a halmaznak a fels§ hatarat, m-mel az alsé hatarat
(1. 1. fejezet 14. gyakorlé feladat). Azt kell igazolni, hogy az [a, l?]
intervallumban van olyan x; és x, hely, ahol f(x))=m ¢s
f(x)=M.
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Tegyiik fel az allitdssal ellentétben, hogy minden [a, b]-beli

1
- M, 0<M— . Ek —— fiiggvény i
x-re f(x)<M, azaz O< f(x). Ekkor az M =700 fiiggvény is
folytonos [a, b]-ben, tehat korlatos is, azaz van olyan K szam,
hogy

1

A (29) egyenlStlenség atalakitdsaval ezt kapjuk:

f(x)<M—Ki<M, ha x¢€[a, b].

Eredményiink ellentmond annak, hogy M az [a, b]-beli f(x)
értékek halmazdnak fels6 hatara, tehat a feltevés helytelen volt.

Hasonl6an igazolhatd, hogy a fiiggvény m értékét is felveszi
[a, b]-ben.

Megjegyezziik, hogy a 28. feladat megolddsaban alkalmazott
mddszer itt is célravezet.

30.a) Ismert hatarértékekre valo visszavezetéssel és az e* fiigg-
vény folytonossaganak felhasznalds4val érhetiink célhoz:

2
. costx + . In(+x)
. 5 ctg? x . sin? x x?

lim (14-x?) = "=lime =e.
x=0 x=0

b) Az étalakitdsok sordn trigonometrikus azonossigokat is
célszerii alkalmazni:

cos x
In

cos 2x (cosx_l). 1
) CoS x ¥t ) coszx 1 \cos 2x xt
lim = lim ecos 2%
x =0 COS 2X x=0 =
o cos x
cos2x 1 cos x(1—cos x) + sin? x
cos x . cos 2x x? x? 3
= lim ecos 2x =e?
x=0
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Intgx - lim Intgx
1—ctgx z tgx—1
*T3

-

»nld

d)

-2 x—1
2241 ](x+1)2 x+1

x—1
. xX2—1\x+1_ .. [ —2\=z
x—lgl-ll-lw (Fﬂ) —x_l)llll” <1+x2+ 1)

31.a) A 33. gyakorl¢ feladat eredményét alkalmazzuk:

lim ax_bx=lim (a —l—b _1>=1n a—In b=1n%.
x=0 X x—0 X X

=el=1.

b) Ebben a feladatban Osszetettebb étalakitésokl’(al j_utunk
célhoz, tudjuk visszavezetni a kiszdmitand6 hatdrértéket ismert
hatarértékekre:

.oat—x* . a*—a® x°—a%\ _
lim =lim — =
g X— e \ X—a x—a

X X
aln- ——1
a a

=a’lna—a*=a’(Ina—1).

. [a*+b* * S
¢) Erdemes észrevenni, hogy az f(x)=< 3 ——) fiiggvény
a+b . -
értéke az 1 helyen: f(1)=—2—— , az a és b szamok szdmtani ko-

a*+b? . . .
zepe; a 2 helyen: f(2)= 5 aza és b szamok un. négyze-
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tes kozepe; a —1 helyen: f(— 1)=% , az a és b szdmok
a + b

harmonikus k&ézepe. Erdemes még kiszdmolni a fiiggvény hatér-

€értékét 4 co-ben és — o-ben. Ha a szdmoldst elvégezziik azt kap-

juk, hogy — oo-ben a hatarérték az a és b koziil a kisebbik, + co-

ben a nagyobbik.

Térjiink at ezutan feladatunk megolddsira. Azt a mddszert
alkalmazzuk, hogy In f(x) hatérértékét szamitjuk ki a O helyen,
ebbll — az In x és e* fiiggvények folytonossigat felhasznilva —
f(x) hatarértékét is megkapjuk.

ax+bx ax_l__bx

2 7!
11_1:% In f(x)=11_1.1(1) P - =
— !

In

lrla +b

_llm——z‘hm.]l a_x:!__{_bx—l —
__x_,oa"+b"__1 02\ x x )

=%(ln a+Inb)=In Yab.

fgy lim f(x)=Vab, azaz a és b mértani kozepe.
x—0

32. Legyen f(x) az (a, + <o) intervallumban monoton név§
fiiggvény és tegyiik fel, hogy f(x) feliilr6l korlatos (a, + «)-ben.
Ez azt jelenti, hogy az (a, + <) intervallumban felvett fiiggvény-
értékek halmaza feliilr8l korldtos. Jeloljitkk ennek a halmaznak
a fels§ hatdrat, azaz a legkisebb fels6 korlatjat A-val. Igazoljuk,
hogy lim f(x)=4A4 (99. abra).

X4 oo

Adjunk meg egy e=0-t. Az 4A—¢ szam mar nem fels6 korlatja
Sf(x)nek (a, + ~)-ben, igy van olyan wé€(a, + ), amelyre
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99. abra

A—e<f(w). Az f(x) fiiggvény monoton novését kihasznélva azt
kapjuk, hogy minden x>w-ra A—e<f(w)=f(x)=4, azaz

[f(x)—A|<e.

Ha f(x) feliilrl nem korlétos (a, + <=)-ben, akkor tetszSleges
P szamhoz van olyan w€ (a, + =), hogy f(w)=> P, de f(x) mono-
ton ndvése miatt ekkor minden x>w-ra f(x)>P is igaz, tehit

lim f(x)=+ co.

X+ oo

33. Tegyiik fel, hogy f(x) folytonos [a, b]-ben és példaul
f(a)<f(b) és legyen c egy f(a) és f(b) kozti szdm. Azt kell igazol-
nunk, hogy az [a, b] intervallumban van olyan x, ahol f(x)=c
(100. 4bra). A feltevés szerint f(a)<c<f(b). Felezzikk meg az
[a, b] intervallumot és legyen [ay, b;] az a félintervallum, ame-
lyikre igaz az f(a,)=c=f(b,) egyenlStlenség. Az [a;, by] inter-
vallumot ismét felezziik meg és hasonlé médon vélasszuk meg az
[a,, b,] intervallumot. Az eljarast minden hatéron tul folytatva,
egy [a,, b,] egymasba skatulyédzott zart intervallumsorozatot ka-
punk, amelynek a kzds része egyetlen x pont, hiszen az [a,, b,]
intervallum hossza

b—a

—27—’0, ha n— oo,
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+ 100. 4bra

f(a)

>

a ay b=b,

Ebbdl az is kovetkezik, hogy a,—x és b,~ x, az f folytonossiga

miatt — mivel x € [ay, bo]= [a, b], — igy f(a,)~f(x) és f(b,)—~f(x
is fenndll. Ugyanakkor a konstrukcié miatt f(a,)= cf§ f’(l)b,,),ffgg

lim f(a,)=f(x)=c=f(x)= lim f(b,),

n—oco n— oo

ami csak gy 4llhat fenn, ha f(x)=c.

v 34. Az ¢ fiiggvény a (— o, + ) intervallumban szigortian
monoton novo, igy a — co-ben is és a + oo-ben is van véges vagy
végtelen hatdrértéke. A hatdrérték megéllapitdsdhoz elég egy
sl?ec:léhs + oo-hez, ill. — «o-hez tartd sorozatot venni és az e men-
tén felvett fiiggvényértékek sorozatdt vizsgilni. Az n, ill. —n
sorozat + <o-hez, ill. — oo-hez tart és

lim e"=+ oo,
n—-+4 oo

lim e-n= lim (1>"=0,
n= oo n-+e \€

gy
lim e*=+4e
X =>4 oo

és
lim e*=0.

X—*— co
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Hasonl6 eszk6zokkel igazolhaté a masik két 4llitas is.

35. Az

fiiggvény tulajdonsagainak megéallapitisahoz a
1
1+¢e*
1. T
34. feladatban igazolt hatarértékre és az > fiiggvény vizsgalatdra

van sziikségiink. A definiciok alapjan kdzvetleniil lathato, hogy

lim l=0,

X — co

Ezek felhasznalasaval a kovetkezGket kapjuk:

T 1 __l
x—fl—-noo 1—2,
1+e*

lim ——1—=1,
x—0-0 1

1+¢€*

. 1
lim ——=0,
x—=0+0 1

1+e*

. 1 1
lim =§.
X+ oo 1

14+¢e*

A fiiggvény vézlatos képét a 101. dbran rajzoltuk meg.
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36. Mivel lim a,=a=0, ezért véges sok kivételtSl eltekintve

n— =

101. 4bra

a,>0; ezekre az ai"=eP"™* egyenldség igaz. A logaritmus-
fiiggvény folytonossdga miatt lim b, Ina,=b In a, az exponen-

n—co

cidlis fiiggvény folytonossdga miatt pedig:
lim alr= lim e"an=ebMa=g?,
37.a) A 33. gyakorl6 feladatban igazoltuk, hogy lim t—z—x_—£=
x=0
.1
=Ina. Mivel ;—»0, ha n— <o, a fiiggvény €s sorozat hatarértéke
kozotti kapcesolat alapjan:

1
) L
. - . an—1
lim n(a”—1)= lim a—l—rzln a.

n

b) Itt az a) feladat megold4sahoz hasonléan a 31c) feladat
eredményét hasznaljuk fel. Ott igazoltuk, hogy

1

lim<a ;b ) =Vab.

x=0
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Mivel %—»O, ha n— oo,

x| ==

2 2

n— e n— oo ~

n_n__ _1_ _l_
lim (M> = lim <a"+b ) =Vab.

c) A hatarérték kiszdmitdsdhoz a 31.c) feladatban alkalma-
zott mddszert kovetjik. Legyen

(?’a‘,+{/'a‘2+...+i/’a‘k )
b,=

k
és hatdrozzuk meg az In b, sorozat hatarértékét. A 36. feladat
eredményének alkalmazéasaval ebb8l mar b, hatarértékét kony-
nyen megkapjuk, hiszen:

lim In b
(27) lim b,= lim e"*n=¢""%

n— oo n—c

V@ +Vay+ ...+ 1

]

lim In b,= lim n In

n=*ecc n—*cc k
Yadiat e (- 1 .
=1imE k . }/all—1+}/a21-— + '+£‘kl——~ =
e Yoot tYa =k | - = -
n n n
k
1 -
=E(lna,+lna2+...+1nak)=lnVa,az...ak,
mivel
n__ k__
in la,+..k.+}/ak
-1.
Va+ ... +Ya—k
k
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A (27) osszefiiggés szerint
k
lim b,=yaa, .. ag,
n>
vagyis a keresett hatarérték az ay, ..., q, pozitiv szimok mértani
kozepe.

d) El6szor is azt kell észrevenni, hogy niivel tetsz8leges x-re
X . . X ‘
’—l—>0, ha n— e, ezért elég nagy n-re mar 1 +’;>0, tehat a keresett

hatarértéknek van értelme. A 35. gyakorlo feladat eredményét
felhasznélva:

A\ 1n<1+)—c-)
lim ln<1+—) =lim ——" . =,
n X

n— oo n= o

, n
tehat:

lim <1+'3) =,
o oo n

38. Indirekt uton igazoljuk az allitast. Tegyiik fel, hogy f(x)
nem korldtos [a, + «=)-ben. Ha f(x) feliilr61 nem korlatos, akkor
minden n természetes szdmhoz van olyan x,€ [a, + =), hogy
f(x,)=n. Az x, pontsorozat vagy korlatos — és ekkor van egy
konvergens, x,, — X, részsorozata, ahol x,€ [a, + =), vagy nem
korlatos — és ekkor van egy x, —+ o részsorozata. Az elsé
esetben f-nek x,-beli folytonossdga miatt f(x,, )—f(x,), a méso-
dik esetben

fxm)— lim f(x)
X+ oo
szintén véges értékhez, ez pedig ellentmond annak, hogy f(x,,)>
>n, minden k-ra. Hasonlé médon lehet ellentmondashoz jutni
azzal a feltevéssel, hogy f(x) alulrél nem korlatos [a, + <)-ben.

Az &llitas direkt Gton, a hatarérték definicidja alapjéan is iga-

zolhatd.

39. Legyen p(x)=apx**+1+a;x%*+ ... +ay,, (a,=0) és iga-
zoljuk el8sz0r a kovetkezbt:
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+e, ha ay,=0,

lim p(x)=
x_)+&p( ) —oo, ha ay<0,
. —oo, ha a,=0
1 = ’ 0
x_}r_nm p() +eo, ha ay<0.

Legyen el8szor ay=0 és p(x)-et alakitsuk 4t a kovetkezGképpen:

(28) P(x)=x2"+‘<ao+ Sy +33k¢1_>.

x2kF1

A p(x) polinom (28) alatti felbontdsdban a méasodik tényez8 ha-
tarértéke — oo-ben is meg + oo-ben is ay, igy:

lim p(x)=a, lim x%*+!'= 4o

x—0+m X~ 4 oo

és
lim p(x)=a, lim x%*+!=—co,
X—— oo X — o

Hasonldan jarhatunk el az a,<0 esetben is.

Az elmondottakbdl kévetkezik, hogy ki tudunk jelolni egy
olyan zart [a, b] intervallumot, hogy a két végpontban a p(x)
fiiggvény értéke ellenkezd eljelli. A p(x), mivel polinom, foly-
tonos a (— oo, + ) intervallumban, igy az [a, b] intervallum-
ban is. A 0 érték a p(a) ésp(b) értékek k6z6tt van, igy Bolzano
tétele szerint van az (a, b)-ben olyan hely, ahol p(xy)=0.

40. Legyen példaul f(x) monoton n6vd [a, b]-ben és tegyiik fel
az allitassal ellentétben, hogy van olyan x,€ (a, b), hogy x,-ban
f nem folytonos. Mivel f monoton ndvé [a, b]-ben, léteznek a

lim f(x)=4,
x—=*x0—0

lim f(x)=B
x-+x0+0 .

hatarértékek. Mivel f nem folytonos x,-ban, f(xy)= A4 és f(x,)=B
koziil legfeljebb egyik allhat fenn. Feltehetjiik, hogy f(xg)= 4
teljesiil, akkor nyilvdn csak A<f(x,) 4llhat fenn (102. 4bra).
Ha most x=>x,, akkor f(x)=f(x,) a monoton ndvés miatt, ha
x<x,, akkor f(x)=4, mert A az x,-t6l balra felvett fiiggvény-
értékek felsS hatara. igy az (4, f(xp)) nyilt intervallumbdl nem
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4L 102. abra

f(b)

f(xo)

f(e)

—L

a Xg b

vesz fel a fiiggvény értékeket; ellentmondasra jutottunk azzal a
feltevéssel, hogy f(x) minden f(a) és f(b) kozotti értéket felvesz.
Hasonl6an lehet igazolni, hogy f(x) a-ban jobbrdl és b-ben bal-
14l folytonos.
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III. A DIFFERENCIALHANYADOS
MINT SPECIALIS HATARERTEK
ES ALKALMAZASA
HATARERTEK-FELADATOK
MEGOLDASARA

1. A differencidlhdanyados fogalma, alkalmazasa
hatirérték-feladatok megoldasara

Mir a II. fejezet 2. pontjéban, a fiiggvény hatdrértéke fogalma-
nak bevezetésekor lattuk, hogy a hatrérték alkalmazdsaiban az
olyan tipusu feladatok jatszanak fontos szerepet, ahol egy adott
f(x) figgvényre és egy adott a helyre a

i I
x—a X—a

hatarértéket kell meghatarozni.

Ha egy f(x) fiiggvényre egy rogzitetr a helyen a
i SO0 _,

x—a X—a
véges hatdrérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy az f(x) fiigg-
vény az a helyen differencidlhaté és itt a differencidlhdnyadosa
fa)=A.

A definicidé alapjan a II. fejezet 2. pontjaban mondottakart
figyelembe véve, ha példaul f(x) egy mozgas ut—idé fiiggvénye,
akkor egy a pontban a mozgas sebességét f’(a) adja meg. Ha g(x)
egy vezetéken az x id§ alatt dtfolyt toltésmennyiséget jelenti.
akkor g’(a) jelenti az a idGpontban az dramer@sséget. A differen-
cidlhdnyados szemléletes geometriai jelentése a kovetkezS: ha az
f(x) fiiggvény differencidlhaté az a helyen, akkor huzhat6 az
y=f(x) gorbe (a, f(a)) pontjdhoz érintS és az érint§ irdnytan-
gense f’(a) (103. dbra). Ennek megfelelGen, a gorbe (a, f(a):
pontjahoz huazott érintd egyenlete: y=f"(a)lx—a)+f(a) (1. IL
fejezet 2. pontja).
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Gyakorlo feladat

103. 4bra

1. A definici6 alapjan igazoljuk, hogy a kovetkezs fiiggvények tetszleges
a helyen differencidlhatok és szamitsuk ki a differencidlhanyadost is:

a) x" (n=1 egész);
b) sinx;

c) cosx;

d) e~.

Megoldas :

a) A 1L fejezet 19.c) gyakorlo feladatdban igazoltuk, hogy tetszbleges
valés a szdmra:

x"—a"

X—a

lim =ng"-},

x=a

tehat az x” fliggvény differencialhdnyadosa tetszéleges a helyen létezik és
értéke na' -1,

b) Legyen a egy tetszbleges valos szam, a
. sinx—sing
lim ————

x—a x—a

hataréri¢ket kell kiszamitanunk. Ezt trigonometrixus atalakitasok alkalma-
zasaval ismert hatarértékfeladatokra vezethetjiik vissza:

. sinx—sina . sin{x—a—a)-sina
lim = lim =
x—a

x-—-a =a x—a



. sin(x—a) . cos(x—a)—1
=lim { cosa +sina =Co0s a.
x—a x—a x—a

¢) Hasonl6 eszk6zokkel szamitjuk ki a

COSs x—Cos a

lim
x~a x—a
hatarértéket:
cosx—cosa . cos(x—a+a)—cosa
lim =Iim =
x=a xX—a x—a x—a
. cos(x—a)—1 sin (x—a) .
=lim | cos@a ——————sing ———— }=—sina.
x=a xX—a x—a

d) Az exponencialis fliggvény tulajdonsagainak felhasznédlasaval itt is
ismert hatarérték kiszdmitasdra vezethetjiik vissza a feladatot:

) —ef ) aex—a_l
lim =lim ¢
x—a X4 x=a X—a

Ha egy f(x) fiiggvény egy intervallum minden pontjiban dif-
ferencidlhatd, akkor f'(x)-szel jeloljiik és f(x) derivdlt fiiggvényé-
nek nevezziik azt a fiiggvényt, amelynek értéke az intervallum
minden a helyén f(x) differencidlhdnyadosaval, f*(a)-val egyenld.

Az 1. gyakorld feladat eredményét tehat igy is fogalmazhatjuk :
az x", sin x, cos x, e* fiiggvények a (— oo, + o) intervallumban
differencidlhatok és

x"Y =nx""1,

(sin x)’=cos x,
(cos x)’= —sin x,
(&) =¢".

Az f(x)=c fiiggvény, ahol c tetszGleges valds szam, szintén dif-
ferencidlhatd (— oo, + o)-ben és a derivalt fiiggvény azonosan 0,
hiszen

lim <=0,

tetszSleges a-ra.
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Gyakorl6 feladat

2. Mutassuk meg, hogy a differencialhatosig erésebb kovetelmény, mint
a folytonossag; azaz, ha f(x) differencidlhat6 az a helyen, akkor folytonos
is az a helyen.

Megoldas :
A feltevés szerint :

i /D@
x—a X4
A hatarérték definicidja szerint ekkor
S(x)—f(a)
x—a

S(@-1< <f@+1,

ha |x — a|<d. Ebbdl kovetkezik, hogy
f(x)=f(a)

xX—a

<K

(ahol K egy, az x-t&l fiiggetlen szam), ha |x—a| <9, azaz

[f()—f(@l<K|x—al<g,

e .
ha lx—a]<7{- is teljesiil. Ez éppen azt jelenti, hogy

lim f(x)=/(a),

xX~—ra

vagyis f(x) folytonos az a helyen.

Bonyolultabb kifejezésekkel megadott fiiggvények differen-
cialhatésdganak vizsgalatat és a derivaltfiiggvény meghatdroza-
sat egyszeriibbekre vezethetjiik vissza, ha megvizsgaljuk a fiigg-
vények kozotti miiveletek és a differencidlhdnyados kiszdmitdsa
kozotti kapcesolatot.

Gyakorlo feladatok
3. Igazoljuk, hogy ha f(x) és g(x) az a helyen differencidlhat6 fiiggvények,

akkor Osszegiik, szorzatuk és — ha g(a)= 0, akkor — f és g hdnyadosa is
differencidlhaté az a helyen és
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O O+80= =/ (@~ g'(a).
@ (fg0N;= =/ @gla)~(a)g (@),
4 (f(x))' _S(@g(@)~/(a)g (@)

x=a g%a)

g(x)

Megoldds :
Kozvetleniil a differencidlhdnyados definiciéjat alkalmazva érhetiink céi-
hoz. Az(1) formula igazoldsira a kdvetkezd hatarértéket kell kiszamitanunk :

limf )+ g(x)~[f(a) +g(@)] _

x=a x—a

— lim S(x)-f(@) +lim g(x) —g(a)=
x—a X—a x—a xX—a

=f(@+¢g'(a).

Kozben természetesen felhaszndltuk, hogy az f és g fiiggvények az a helyen
differencialhatok. )

A(2) formula igazoldsa hasonlé modszerrel megy : itt felhasznéljuk azt s,
hogy a differencidlhato fiiggvény folytonos :

. S(x)g(x) —f(a)g(a)
m -—————=

x—a

—lim S(g(x)—f(a)g(x) +/f(a)g(x) - f(a)g(a) _

x—a x-a

= lim M lim g(x)+f(a) lim

x—*a x P ind] x—a

=f"(a)g(a)+/(a)¢'(a).

A (3) Osszefiiggést, a hdnyados differencialasi szabalyat is ezzel a modszer-
rel igazolhatjuk :

fx)  fla) S(x)g(a)—f(a)g(a)+f(a)g(a)—f(a)g(x)

X—a

g()~g(@)
xX—a h

i gx) gl@ x—a
im = lim =
rma X—a x—a g(x): gla)
ACIETAC)] . &lx)—g(a)
lim———— g(a) —f(a) lim ————=
_ama_xma 0 T d_r@e@) -/ @g@)
g(a) lim g(x) g%(a)
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4. Igazoljuk, hogy f(x) akkor és csak akkor differencidlhat6 az a helyen,
ha az a egy kornyezetében elGallithatd

@ fO=f@+A(x-a)+e(x)(x—a)

alakban, ahol lim e(x)=0¢és az A4 rogzitett szam. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
xX—>a

A=f"(a). A (4) elBallitas azt mutatja, hogy f(x) az a egy kodrnyezetében j61

kozelithetd az f(a)+ A(x—a) linearis fliggvénnyel, mert a (4) egyenldség

jobb oldaldnak harmadik tagja még .(x—a)-val osztva is 0-hoz tart, ha x

tart a-hoz.

Megoldas :

Tegyiik fel el3szor, hogy /(x) differencialhato az a helyen és mutassuk meg,
hogy eléallithato a (4) alatti alakban. A feltétel azt jelenti, hogy a

/D@
x—a x—a
véges hatarérték létezik. Ezt a kdvetkezd formdban is irhatjuk :
® 17D e,
x—a

ahol lim e(x)=0. Az (5) egyenlBségbdl, atrendezéssel, a kovetkezSt kapjuk .
xX-+a

S(x)=f(@)+f (@) (x—a)+e(x)(x—a),
ahol lim e(x)=0, tehat azf’(a)=A helyettesitéssel éppen a (4) alatti elé4lli-

X—=-a
tashoz jutottunk.
Megforditva, tegyiik fel, hogy /(x) elGéllithato (4) alakban. Ebb6]l — meg-
felels atrendezéssel — az

IOS@_ 4 te), xta,
x—a
alakhoz jutunk, ahonnan (felhasznalva, hogy lim &(x) =0)
_ x—*a
i S~f@ _
x=a X—a

adodik. Azt kaptuk tehat, hogy f(x) differencidlhato az a helyen és 4 =/"(a).

5. Igazoljuk a 4. gyakorlé feladat felhasznalasaval a kozvetett fiiggvény
differenci4lhatosagarol sz016 kovetkezd 4llitast: ha f(x) differencidlhat6 az
a helyen és g(x) differencialhaté az f(a) helyen, akkor 4(x)=g(f(x)) is diffe-
rencidlhato az a helyen és

H(@)=g'(f(a): f(a).
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Megoldcs :

A differencialhatéséagnak a 4. gyakorlatban kapott ekvivalens atfogalma-
z4sat hasznaljuk fel a bizonyitasban. Irjuk fel ennek alapjan az fés g fiigg-
vények differencidlhatosagat :

6  fO—-f@=f"(a)x—a)+¢(x)x—a),

(N gu)—gl(f(@) =g (f(@)u—f(@)+ei)u—f(a),

ahol lim €)(x)=0¢és iim ey(u)=0. A (6) és (7) Osszefiiggések felhasznala-
x—a u—f(a)

sdval és alkalmas csoportositdsban a 4 fiiggvény megvéltozasat, azaz a

h(x)— h(a) kiilonbséget a kdvetkezd alakban irhatjuk fel:

h(x)— h(@)=g(f(x)) - g(fl@) =g (f(a)f (a)(x—a)+
+g'(f(@)e,(x) +/ (@& (f(x) + 1 (x)e (S (CN(x — a).

Itt Eé(") legyen az ez’(u)-nak az a kiterjesztése, amelyet ugy értelmeziink,
hogy s’z(u)=e£(u), ha u#f(a) és e’2(f(a))=0. Erre azért van sziikség, mert
f(x)=/(a) még fenndllhat akkor is, ha x# a.

Az allitas igazoldsahoz azt kell mar csak megmutatnunk, hogy

lim [g'(f (@)} (x) +/"(@)e)(f (x)) + £, () f(x)]=0,
x—a
ez pedig az ¢; és ¢, fiiggvények tulajdonsdgai miatt nyilvan fennall.

6. Az eddigi eredmények felhasznalasaval igazoljuk, hogy a tg x, ctg x,
a* (a>0) fiiggvények az értelmezési tartomanyukban mindeniitt differen-
cialhatok.

Megoldds :

X

sin

A tg x fliggvényrdl a tg x= elBallitas alapjan a hanyados differen-
cos x

cidlasi szabdlyanak felhasznalasaval lathato, hogy

tg’ x=

cos? x
A ctg x fiiggvényre hasonlé modon adoédik a

ctg’ x=—

sin? x
osszefiiggés. Az a*=e¢*'"? ¢lGallitas alapjan a szorzat és a kozvetett fiigg-
vény differencialdsi szabalyaval kapjuk, hogy

(@Y =a"Ilna.
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7. Igazoljuk az inverz fiiggvény differencilasi szabdlyat : tegyiik fel, hogy
/ szigorian monoton ndvé és folytonos az a hely egy kdrnyezetében és az a
helyen differencialhato, tovabba f”(a)# 0. Ekkor a II. fejezet 34. gyakorld
feladatidban bizonyitottak szerint létezik f-nek @ inverze az f(a) hely egy
kornyezetében (ez is szigorian monoton névé és folytonos). Mutassuk meg,
hogy ¢ differencialhaté az f(a) helyen és

1
(fla)= m .
Megoldds :

Vezessiik be az f(u)=v, azaz ¢(v)=u jeldlést és a definicié alapjan szd-
moljuk ki a ¢ fiiggvény differencidlhdnyadosat az f(a) helyen:

oM —e(f@) . 1 1
lim =lim =,
v f@y V(@ usa S —f(@) f(a)

u—a

Az f és p folytonossagat é€s szigort monotonitasat is felhasznaltuk.
Ha bevezetjiik az f(a)=>b jelolést, akkor eredményiinket a kdvetkezd for-
maban is megadhatjuk :

1
@ W=
S (b))
8. A 6. gyakorlé feladat alapjan igazoljuk, hogy In x, arc tg x, arc ctg x
azértelmezési tartomanyban mindeniitt differencialhatok, arc sin x, arc cos x

a (—1, 1) nyilt intervallumban differencidlhatok. Adjuk meg a derivalt fiigg-
vényeket is.

Megoldds :

Az inverz fiiggvény differencidlhatosdganak feltételei mindegyik esetben
teljesiilnek, igy csak a (8) Osszefiiggés és a megfelelé azonossagok alkalma-
zasaval ki kell szamitanunk a derivalt fiiggvényeket:

1

In' x=——=-,
eln,\' X
arctg’ x= ! = ! = !
1 tg? (arctg x)+1  1+x2’
cos? (arc tg x)
arcctg’ x=— ! = - ! = ! .
1 1+-ctg? (arc ctg x) 1+x2

sin? (arc ctg x)

269



1 1 1

arc sin” x= — = — =
cos (arc sin x) V1 —sin? (arc sin x) V1—x2

. T . T ’ . ’ . ., - ’ ’
( mivel —-z-éarc sin x= és itta cos x=0, ezért a gyok pozitiv értékét kell

\

venni) s

, 1 1 1
arc cos’' x= —

sin (arccos x)  ¥'1—cos? (arc cos x) Vi-x2

(az el6z6hoz hasonloan lathaté, hogy itt is a nevezGben a gydk pozitiv).
9. Szamitsuk ki a kovetkezd fiiggvények derivalt fiiggvényét:
a) x5,
b) x*%;

¢) lInsinx.

Megoldds :

a) frjuk fel az x* fiiggvényt ¢* In * alakban. Innen a szorzat és a kdzvetett
fliggvény differencialasi szabalydnak felhaszndlasaval adodik, hogy a fiigg-
vény az értelmezési tartomanyaban (x> 0) mindeniitt differencidlhat6 és

(x*y =x*(n x+1).

x* ln x

b) Az a) feladathoz hasonldan irjuk fel az X fliggvényt e alakban.

Az a) eredményének alkalmazasaval adodik,hogy x>0-ra a fiiggvény diffe-
rencialhato és

X X 1
(xx )»=xx - X (1n2x+1n X+-—) ,
X

¢) A fiiggvény azokon a helyeken van értelmezve, ahol sin x>0, azaz
2ka<x<(2k+1)m, ahol k tetszBleges egész szam. Az értelmezési tarto-
ményaban mindeniitt differencialbato és derivaltja:

(In sin x)’' =ctg x.

crez

10. A differencialhdnyados definici6janak és a differencidlasi szabalyok
segitségével szamitsuk ki a kovetkez6 hatarértékeket:
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1

S sin x\*—a
aj lim|—=) | 2kn<a<(2k-Da, &k egész;

x—a \sina
x x
. xT=a°
0) Iim — , a=0:
x—=a X—4a
. X=a
¢j lim , a=0, f#0.
x=a B gFf

Megolds :

a) A logaritr,nusfiiggvény folytonossaganak felhaszndlasdval elég megha-
taroznia fiiggvény logaritmusanak hatarértékét; ha sin a=>0, akkor — ha x
elég kozel van a-hoz — sin x>0 is all:

L

(sin x)" ¢  Insinx-Insina

lim In
x—a

=lm ——— =ctg a,
x—a X—a

sSina

felhaszndlva a 8.c) gyakorlat eredményét. Ennek alapjan:

1

. sinx\*—4
lim { —— =84
x—g \SIDa

Ha sin a<0, akkor — x-et elég kozel véve a-hoz — sin i jestil ;
ekkor a kovetkezs dtalakitast hasznaljuk : F=01s teljesil;

! 1

10 (—sin ) —In (—si
— lim n (—sin x)—In (—sin a)

x—a x—a

=ctg a.

b) Egyszer( talakitdssal elérhetjiik, ho ét kiilonbeégi han i
L )5 s , hogy két kiilonbségi hdnyados kii-
16nbségének hatarértékét kell kiszamitanunk : s

X —a® g% ax_ ga
. . a9 —
(9)  lim = lim — lim a

~xwa XTA xag X—ma o L, X—a
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A (9) egyenldség jobb oldaldnak els6 tagja a 8. b) gyakorl6 feladat alapjan

adédik, a mésodik tag pedig az o fiiggvény a helyen vett differencidlha-
nyadosa:

ax\' o aX x, 2 _a* a2
@ )y=y=@@" a In‘a),_,=a" a" In*a

A keresett hatdrérték tehat:

= —a® 1 1
lim =a®¢* [ In2a+-+Ina-In2a | =a"" [ Ina+-] .
x~a X4 . a \ a

¢) Itt(x—a)-val osztva a szamlalot.és a nevezdt, két kiilonbségi hanyados
hanyadosédva alakithatjuk a fiiggvényt:

x*—-ad*
o X=d Xx—a
lim = lim
x—ra Xﬂ—(lﬁ x=a xﬂ—aﬂ
X—a

Az x” fiiggvény differencialhanyadosat kell csak kiszamitanunk:

(xan);,: (eor.ln x)/ - ealﬂx . ?_5= " 1
X

A keresett hatdrérték tehdt a kovetkezd:

= oad ! _
lim =—— = =& pro.

[+
xa xP—ob gt B

A jobb- és baloldali hatarérték és a folytonossag mintdjara cél-
szer(i definidlni a jobb- és baloldali differencidlhatosagot: egy
f(x) fiiggvényrél akkor mondjuk, hogy az a helyen jobbrdl (bal-
rol) differencidlhaté, ha az a hely egy jobb oldali (bal oldali) kor-
nyezetében értelmezve van és az

f()—f(@)

X—a

kiilonbségi hdnyadosnak létezik jobboldali {baloldali) véges ha-
tdrértéke az a helyen. A hatéarértéket, ha 1étezik, az f(x) fliggvény
a helyen vett jobb oldali (bal oldali) differencidlhdnyadosanak
nevezziik és £, (a)-val (f_(a)-val) jeloljik.
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Egy f(x) fiiggvényrdl akkor mondjuk, hogy az a helyen vég-
telen a differencidlhdnyadosa, ha az a helyhez tartozé kiilonbségi
hanyados + c-hez vagy — =-hez tart, ha x tart a-hoz.

Feladatok

1. Vizsgaljuk meg, hogy az

{xzsin—l-, ha x=0
J=Y,, ha x=0
definiciéval megadott fiiggvény hol differencidlhatd.

2, Igazoljuk, hogy az

0, ha x irracionalis
fiiggvény a O helyen differencidlhatd.

x2, ha x raciondlis,
S (X)={

3. Lehet-e két, nem differencidlhaté filiggvény Osszege, szor-
zata differencidlhat6?

4. Adjuk meg azokat a helyeket, ahol a }1—cos?zx fiigg-
vény differencialhatd. Igazoljuk, hogy ahol a fiiggvény nem dif-
ferencialhato, ott l1éteznek a jobboldali és baloldali differencial-
hanyadosok.

5. Allapitsuk meg, hogy a kovetkezd fiiggvények hol differen-
cidlhatdk és hatdrozzuk meg a derivalt fiiggvényeket:

a) (sin x)°*%;

. 1+x3
b) arctgﬁ_—x;:

c) Vx+ l/x-H/;,T

d) In(ln(In x));
c) In(x+V1+x2).
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6. A differencidlthdnyados definicidjanak felhasznaldsaval sza-
mitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket:
sin 7Zx*

a) lim-——, 0;
/ <—1 SIN TXP s

. 2X—x?
b) llinz =5

ctg(x—a)
¢) lim (t—g§—> ;

x~a \18a
d4) tim sm_(l—x)
=1 Yx—1

7. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezs fiiggvényeknek hol van
(esetleg féloldali) végtelen differenciathdnyadosa:

a) arcsin x;
b) arccos x;
3

c) Vx;
d) V1—x%
e) Vixl.

2. A derivalt fiiggvény alkalmazasa a monotonitas
vizsgalatara

Mar a II. fejezetben lattuk, hogy monoton fiiggvények hatar-
értékét elég konnyll meghatarozni, hiszen ha példdul az f(x)
fiiggvény egy (a, + o) alaku intervallumban monoton, akkor a
+ oo-ben tudjuk, hogy létezik véges vagy végtelen hatarértéke.
Elég tehat egy specidlis, + eo-hez tarté sorozat mentén megvizs-
galni a fiiggvényértékek sorozatanak hatarértékét. Az elmon-
dottak alapjan a hatéarértékfeladatok megoldasa szempontjabol
is fontos, hogy a differencidlhdnyados segitségével olyan, vi-
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szonylag egyszerti kritériumot tudjunk megadni, aminek alapjan
differencidlhat6 fiiggvények monotonitdsi viselkedését eldont-
hetjiik.

Ha az f(x) fiiggvény az (a, b) intervallumban monoton névé
(fogyd) és differencidlhatd, akkor minden x¢€(a, b)-re f'(x)=0
f'(x)=0).

Gyakorlo feladat

11. Igazoljuk az el6z6 allitast.

Megoldas :

A bizonyitas kozvetleniil adodik a monotonités és a differencidlhanyados
definiciojabol. Tegyiik fel, hogy f(x) monoton ndvé (a, b)-ben és xy€ (a, b).
Azt kell megmutatnunk, hogy f"(x) =0.

Vizsgaljuk az x, hely (a, b)-be tartozé kdrnyezetében az xy-hoz tartoz6

S(x)=f(xq)

x—xo

(10)

kiilonbségi hdnyadost. A filiggvény monoton ndvése miatt, ha x>x,, akkor
J(x)=/(xy), tehat ha (10)-ben a nevezd pozitiv, akkor a szimll6 nemnegativ,
igy a hdnyados nemnegativ. Ha x<Xx,, akkor f(x)=/f(xy), tehat ha a (10)
tort nevezdje negativ, akkor a szamlaldé nempozitiv, tehat a tort nemnegativ.
Mivel nemnegativ fiiggvény hatarértéke nemnegativ, igy:

lim wﬁg—)zf'(xo)EO.

X—>Xo X—Xp

Hasonldan igazolhaté a monoton fogyo fliggvényre vonatkozo6 allitas.

Az alkalmazasok szempontjabol szimunkra az el§zGleg meg-
fogalmazott és a 11. gyakorlé feladatban igazolt 4llitds megfor-
dit4sa lesz fontos. Ehhez még néhany segédeszkozre lesz sziiksé-
giink, ezeket fogjuk a kovetkez8 gyakorld feladatokban meg-
adni.

Gyakorlo feladatok

12. A I1. fejezet 29. feladatdban igazolt Weierstrass-tétel felhaszndlasdval
igazoljuk a kovetkez8, Rolle-tétel néven ismert allitast: ha f(x) folytonos
[a, bl-ben, differencidlhaté (a, b)-ben és f(a)=/(b)=0, akkor van olyan
Xo€ (a, b) hely, ahol f"(xp)=0.
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Megoldds :

Ha f(x)=0 [q, b]-ben, akkor f'(x)=0 is fennall, tehat nincs mit bizonyi-
tani. Tegyiik fel, hogy van olyan x¢ (a, b), ahol /(x)>0. Ekkor a Weierstrass-
tétel alapjan van olyan xy€(a, b), hogy f(xp)=0 és minden x& (a, b)-re
S(x)=f(xy). Azt fogjuk megmutatni, hogy f"(xp)=0 (104. dbra). Vizsgal-
juk az

S(x)—f(xg)

X—Xp

an

kiilénbségi hanyados elgjelét. Az x, vélasztdsa miatt a szdmlalo eldjele min-
dig nempozitiv, mig a nevezd x> x, esetben pozitiv, x< x, esetben negativ.

A

/
a \/ X b

104. 4dbra

fgy az x, akdrmilyen kis kdrnyezetében is nézziik, a (11) felvesz nemnegativ
és nempozitiv értékeket is. Igy csak

lim Sx)—f(xp)

X+ Xo X— Xy

=f"(xg)=0

allhat fenn.

Hasonlé médon igazolhatd az allitds, ha azt az esetet nézziik, amikor van
olyan x, hogy f(x)<O0.

13. Igazoljuk az eldzd, 12. gyakorlatban bizonyitott Rolle-tétel felhasz-
naldsaval a tétel kovetkez, l.agrange-tételnek nevezett dltalanositasat: ha
f(x) folytonos [a, b]-ben, differencidlhatd (a, b)-ben, akkor van olyan
fb)- fl@)

xo€ (a, b,) hogy f,(x0)= b—a

(105. 4bra).
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»
l a X b 7
105. dbra

Megoldas :

frjuk fel az (a, f(a)) és (b, /(b)) pontokon dthaladé szeld y=I(x) egyenletét :

Sb)-fla
1()€)=————2 (x—a)+/f(a),
b—a

és vizsgaljuk az f(x) — I(x) fliggvényt.

A g(x)=f(x)—I(x) fiiggvény folytonos [a, b]-ben, differencialhatd (a, b)-
ben és g(a)=g(b)=0. fgy a g(x) fiiggvényre alkalmazhat6 az €l5z5, 12. gya-
korl6 feladatban bizonyitott Rolle-tétel. Eszerint van olyan x(€ (g, b), ahol:

&' (x)=S"(xx) = 1'(xp)=0.
f(b)—f(a)
b

I'(x)= , tehat azt kaptuk, hogy van olyan xy€ (a, b), ahol:
S(B)—fla)
b—a

14. A 13. gyakorlo6 feladat eredményének felhasznaldsival igazoljuk a
11. gyakorl6 feladatban bizonyitott tétel megforditasat: ha f(x) egy [a, b]
intervallumban folytonos, (a, b)-ben differencialhato filiggvény és f'(x)=0
(f’(x)=0) minden x€ (a, b)-re, akkor f(x) monoton nové (fogy9) [a, bl-ben.

Megoldds :

Vizsgdljuk az f’(x)=0 esetet.

Azt kell megmutatnunk, hogy tetszbleges x;, x,€ [a, b]-re, ha x;<x,,
akkorf(x;)=f(x,). Az[x,, x,] intervallumra teljesiilnek a 13. gyakorl6 fela-
datban bizonyitott Lagrange-tétel feltételei:

S xg)=
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S(x)=f(xp)

X3 Xy

12) =f"(xy) =0,

ahol xy€ (x;, x). Mivel (12)-ben a kiilonbségi hanyados nevezdje, (x;—xy)
pozitiv, ezért f(x,) —f(x)=0, tehat f(x,) =f(x,) 4ll fenn.
Az f'(x)=0 esetre hasonlé modon bizonyithatd az 4llitas.

Megjegyzés: A 11. és 14. gyakorlatban igazolt eredmények nyilt inter-
vallumra, végtelen intervallumra is kiterjesztheték; az alkalmazasokban
ezeknek az eseteknek is fontos szerepe van.

15. Vizsgdljuk meg monotonitds szempontjabol a kovetkezd fiiggvé-
nyeket:

a) xlInx;

In x
b) —;
P

) X
C -
e

Megoldds :

a) Az f(x)=x In x fiiggvény az értelmezési tartomanyaban, a (0, + =)
intervallumban mindeniitt differencidlhatd, igy alkalmazhat6 a 14. gyakor-
latban bizonyitott tétel:

f/(x)=(xInx)=In x+1

1
elsjelét kell megvizsgalnunk. Ha O0<x<-, akkor f’(x) el6jele negativ, ha
e

1 1
—<x<+ =, akkor f’(x)>0, igy a fiiggvény (0, —> -ben monoton fogy,
e e

1 o 1
(— , + co> -ben monoton né. EbbSl az is nyilvdnvald, hogy az - helyen
e e

1
minimuma van a fiiggvénynek, itt /* <Z> =0.

In . . :
b) A g()’:):——i fiiggvény értelmezési tartomanyaban, (0, + «)-ben vizs-
X

galjuk a derivalt fiiggvényt:

, Inx\ 1-Inx
g(x)=(——- =
x X
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Mivel a nevezé pozitiv, g'(x) elgjele az 1 —In x el6jelével egyezik meg. fgy
g'(x)>0, ha 0=x<e és g'(x)<0, ha e<x< + <. Lathato, hogy (0, e)-ben
g(x) nb, (e, + =)-ben g(x) fogy, az e helyen a fiiggvénynek maximuma van,
g'(e)=0.

X
c) Alkalmazzuk a bevalt modszert a h(x)=—; fiiggvényre (— o, + «)-
=
ben:
, x\ e*—xe* 1-x
h (x)z EE = 2% = & :
A derivalt fiiggvény elgjelét a szamlalo hatdrozza meg: A'(x)=0, ha x<1
és '(x)<O0, ha x>1. A (— =, 1) intervallumban /i(x) monoton né, (1, + =)-
ben monoton fogy, az 1 helyen maximuma van a fiiggvénynek, hA’(1)=0.

16. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket:

lim xlnx;
) x=0+0
. In x
b) lim —;
X0 X
. x
c) lim =
x—»+ooe
Megoldas :

a) Az eloz6, 15. gyakorlo feladat a) részében kapott eredmény szerint a
1

fiiggvény a (0, -—) intervallumban monoton fogyé és feliilrdl korlatos, hiszen
e

x<1 miatt In x<O0, igy x In x<0O is fenndll. A monoton fiiggvények hatar-

értékére vonatkozo tétel szerint a lim x In x véges hatarérték létezik.
x=04+0
Ahhoz, hogy a hatarértéket kiszamitsuk, elég egy specidlis, jobbrol 0-hoz

tartd sorozat mentén vett fiiggvényértékek sorozatat vizsgalni. Valasszuk

. .1

az (e~") sorozatot, errdl tudjuk, hogy e~">0 és lim e~"=Ilim —=0.
~ oo —»oo €

A fiiggvényértékek sorozatidnak hatarértéke: " "

n
lim e~"Ine~"=Ilim | —— ) =0:
n—roco n—rco e”

Igy a keresett hatarérték :

lim xInx=0.
x—=0+0
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y=xlInx

106. 4dbra

Az x In x fiiggvény vézlatos grafikonjat a 106. abran szemléltettiik.

b) Az a) gyakorlat megolddsaban kovetett modszer itt is célhoz vezet.

In x
Az — fliggvény az (e, + ) intervallumban monoton fogyo, igy a -+ eo-

ben véges, vagy esetleg — - a hatarértéke. Vizsgaljuk a fliggvényértékek
sorozatdt a + eo-hez tarto (e”) sorozat mentén:

. Ine” . n
Iim ——=lim —=0,
e" en

n=+co n—+oco

4

(]

—

107. ébra
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igy a keresett hatarérték :
. In x
lim ——=0.
x=+to X
Eredményiinket abban a formédban is meg szoktdk fogalmazni, hogy az
In x
In x fliggvény lassabban tart a + e-hez, mint x. Az —— fiiggvény vézlatos
X

grafikonjat a 107. dbran szemléltettiik.

X
¢) Az — fiiggvény az €l6z6 gyakorlo feladat ¢) része szerint az (1, + =)
e

intervallumban monoton fogyo. Vizsgaljuk a fiiggvényértékek sorozatdt az
(1) + «-hez tartd sorozat mentén:

n
lim —=0,
et

n—*co
igy a keresett hatarérték :

lim
m —;=0
X=* oo €

FEredményiinket igy is megfogalmazhatjuk: az x lassabban tart -+ «-hez,

x
mint ¢*. Az = fiiggvény vazlatos képét a 108. abran adtuk meg:
e

A

e*

108. abra
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Feladatok

#*8. A monotonitasra vonatkozé elégséges feltétel felhaszna-
laséval igazoljuk, hogy ha f’(x)=0 egy (a, b) intervallumban és
f(x) folytonos [a, b]-ben, akkor f(x) konstans [a, b]-ben.

*9. Igazoljuk, hogy ha f(x) az [a, b]-ben folytonos, (a, b)-ben
differencilhatd, f'(x)=0 (g, b)-ben és nincs olyan részinterval-
luma (a, b)-nek, ahol f'(x) azonosan 0, akkor £ szigorian mono-
ton n6ve [a, b]-ben.

*10. Igazoljuk a Lagrange-tétel kovetkez§ altalanositdsat, az
un. Cauchy-féle kozépérték tételt: ha f(x) és g(x) [a, b]-ben foly-
tonos, (a, b)-ben differencidlhaté fiiggvények és g’(x)=0, ha
x €(a, b), akkor van olyan x, € (a, b), amire fennall a kdvetkezd
egyenlGség:

SB)—f(a) _ f(x)
g(b)—ga) g'(xp)

11. Igazoljuk, hogy

ahol a>1, a=0.

12, Igazoljuk, hogy

lim 1—11;x—= 0,
X4 oo
ahol «=0.

13. Szamitsuk ki a kovetkez8 hatarértékeket:

a) lim x*;
x—=0+0

L
b) lim x*.

x>+ oo
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14. Igazoljuk, hogy az

1
e, ha x=0,

fx)= {O, ha x=0

fiiggvény differencidlhaté a O helyen.

15. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket:
1

o

a) lim & —, n=0 egész;
x=0 X

b) lim InxIln(1—x);
x~1-0

¢) lim (lnl>.
x=040\ X

16. A monotonitasi kritérium alkalmazasaval igazoljuk a ko-
vetkezd egyenlGtlenségeket:

x2 X3
_._+__

2

a) x—%<ln(1+x)<x—-2 3 ha x=0;
x3 x3

b) x—-—3-<arctgx<x——6—, ha O<x=l1.

17. Az el5z8, 16. feladat egyenlStlenségeinek felhasznalasaval
szamitsuk ki a kovetkez8 hatarértékeket:

a) lim [x—x2 ln<1+l>j|;
x=+ oo X

b) lim arctgx—x

2
x>0 X

18. Igazoljuk, hogy ha x>0, akkor fenndll a kdvetkezd egyen-
16tlenség:

e _ 1+1 "< e
2x+2 € x 2x+1°
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19. Az el6z6 feladat egyenlGtlenségének alkalmazdsival szé-
mitsuk ki a kovetkez8 hatdrértéket:

lim x[<1+l> ——e:l.

20. Vizsgéljuk meg hol nd, hol fogy a (0, 1) intervallumban
értelmezett (1— x)'—* x* fiiggvény és allapitsuk meg hatarértékét
az értelmezési tartomény szélein.

3. Magasabbrendii derivaltak; Taylor-formula;
L’Hospital-szabaly

Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény kétszer differencidlhaté az a
helyen, ha az a hely egy kirnyezetében differencidlhaté és az f'(x)
derivdlt fiiggveény differencidlhaté az a helyen. Az (f'(x)).-, diffe-
rencidlhdnyadost az f fiiggvény a helyen vett masodik differen-
cidlhdnyadosanak vagy masodik derivaltjinak nevezziik és f”'(a)-
val jeloljiik. Hasonl6an definidlhaté a haromszori differencidl-
hatésag. Altaldban, tetszéleges n>1 természetes szdmra akkor
mondjuk, hogy az f fiiggvény az a helyen n-szer differencidlhatd,
ha az a hely egy kdrnyezetében (n— 1)-szer differencidlhaté és a
fiiggvény (n— 1)-edik derivdlt fiiggvénye, f("~1V(x) az a helyen dif-
ferencidlhatd.

Gyakorlo feladatok
17. Igazoljuk, hogy a kovetkezd fiiggvények az értelmezési tartoményuk-

ban akdrhdnyszor differencidlhatok és szamitsuk ki az n-edik (n=1 termé-
szetes szdm) derivaltjukat:

a) e;

b) sinx;

c) cosx;

d) In(1+x);

e) (1+x)*, otetszGleges.

284

Megoldds :
a) Tudjuk, hogy e* mindeniitt differencidlhaté és (¢¥)’ =e*. Ebbdl nyilvan
kovetkezik, hogy tetszdleges n pozitiv egész szdmra (e¥)™M =¢*.

b) A sin x fiiggvény mindeniitt differencidlhatd és (sin x)’=cos x. A cos x
fiiggvény is mindeniitt differencidlhato és (cos x)’= —sin x. Ebb6l adodik.
hogy (sin x)”= —sinx, (sin x)”=(—sin x)’=—cos x és (sin x)@=
=(—cos x)’=sin x szintén mindeniitt érvényes egvenlGségek. Innen teljes
indukcioval lathato, hogy

cosx, ha n=4k+1.
—sinx, ha n=4k+2,
(sin x)™= R
—cosx, ha n=4k+3,

sinx, ha n=4k.

¢) A b) feladat alapjan a kovetkez6t kapjuk :
—sinx, ha n=4k+1,
—cosx, ha n=4k+2,

sinx, ha n=4k+3,
| cosx, ha n=4dk.

(cos x)M=

d) Aln(1+ x) fiiggvény értelmezési tartomanya a (— 1, + =) intervallum,
itt mindeniitt differencidlhat6é és [In (1+x)]'=l—l+—x=(l +x)-1. A kapott
derivalt fiiggvény szintén differencidlhatd, ha x> —1 és

[ln(1+x)])"=-(1+x "2
Hasonl6an adodik, hogy
[in (14 )] =2(14x)-3.
Tegyiik fel, hogy n>1-re
13) [n@+x1P=(=1-1 (=) +x)".

A (13) egyenlBség jobb oldalan 4ll6 képlettel definidlt fiiggvény szintén diffe-
rencidlhatd, ha x> —1 és

{n (140} D= (=111 +x) -1

Ezzel teljes indukcidval igazoltuk, hogy a (13) képlet minden n=1 egész
szamra igaz.
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e) Az (1+x)* fiiggvény a (—1, + ) intervallumban tetszSleges o-ra

értelmezve van €s derivdlhato:

[(A+x)V=a+xy" L
Tegyiik fel, hogy n=1-re igaz, hogy az (1+x)® fiiggvény n-edik derivaltja
a (—1, + «) intervallumban létezik és
14)  [(A+xN=a@—1)...(«—n+1)A+x)7"
A (14) egyenl6ség jobb oldalan all6 fiiggvény a (—1, + =) intervallumban
differencidlhaté és

A+ V=@ —1).. (a—m(1+x)*"" !

Igy teljes indukcioval igazoltuk, hogy a (14) formula érvényes tetszGleges
n=1 természetes szamra.
18. Igazoljuk, hogy az
1

f0)= e“z, ha x#0
=30, ha x=0

fiiggvény (— e, + o=)-ben akdrhanyszor differencialhato és/(0)=0 tetszd-
leges n természetes szamra.

Megoldds :

A 14. feladat eredménye szerint f differencialhato a 0 helyen és/7(0)=0.
1

1 .
Ha x#0, akkor f/(x)=2 e L Igy azt kell igazolnunk, hogy az
X

1

2 T,
fo=13¢ "> ha x#0,

C, ha x=0
fliggvény differencidlhaté a O helyen:

1
() =/ (0 275
1imf_(‘)___i(_)= lim — e x*_0o
x-0 X= x=0%

a 15.a) feladat eredménye szerint. Ha x# 0, akkor f”(x)-et kiszamitva lat-
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1

) 1 . 1 .
hatd, hogy f"(x)=e x? p(—) , ahol p(x) polinom és p <-> ugy keletkezik
X X

1
p(x)-bol, hogy x helyett - -et irunk. Tegylk fel, hogy #n>1-re f mindeniitt
X

n-szer differencidlhato és

= /1 .
e “gl-], ha x#0, g(x) polinom,
0, ha x=0.

Az (n+1)-edik derivalt x# O-ra a differencidlasi szabalyok alkalmazdsaval

1

1
e a2, (—) alakanak adédik, ahol r(x) is polinom. Ha x=0, akkor
x

1
n)(x) — £ -
f‘(n+l)(0)= ]im{M: lime xzq <£> . £=O,
P X

x=0 x— x—0

a 15.a) feladat eredménye szerint. Ezzel teljes indukcidval igazoltuk az alli-
tast.

19. A p(x)=4x5+3x4—2x3+6x—1 polinom a O helyen akirhanyszor
differencialhaté. Keressiink Osszefiiggést a p(0), p’(0), p”(0), p”’(0), p(4)(0),
P)0) értékek és a polinom egyiitthatdi kozott.

Megoldds :
Szamitsuk ki a p(x) fiiggvény elsé 6t derivalt fiiggvényét:
P(x)=20x*+12x3— 6x2+6,
Dp"(x)=80x3+36x2—12x,
P”(x)=240x2+T2x~—12,
P(x)=480x+72,
PO)(x)=480.
A derivaltak értéke a 0 helyen: p(0)= -1, p'(0)=6, p”(0)=0, p"’(0)= —12,

p(0)=172, p3)(0)=480. A szamolds menetébdl lathato, hogy a polinom
ezekkel a kOvetkezG alakban allithat6 el6:
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SO 4 s ” ’
AP0 5 00, PO 5 PO, PO

P x+0(0).
PO=— = X = X oy Xty X0

20. Igazoljuk, hogy a 19. gyakorld feladatban taldlt tipusa el6allitas tet-
szOleges

gx)=ay+ax+ax+a; 3+ . +a "

polinomra is igaz.

Megoldds :

Az allitas kozvetlen szamolassal igazolhatd. Szdmitsuk ’ki a g%)(x) deri-
valt fiiggvényeket és a g*)(0) értékeket k=0, 1, ..., nesetére:

q(0)=ay
d()=a,+2ax+3ay>+ ... +nax*"l, g0)=aq,
q"(x)=2la,+3* 2a3x+...+n(n— l)anx"‘z, q"(0)=2!a,,
g (x)=31ay+ ... +n(n—1(n=ax"3, ¢ (0)=3las;,
d(x)=nla, q¢"O0)=na,.
A kapott Osszefiiggések alapjan a g(x) polinomot igy éllithatjuk el6:
g0 _ q"(0) + 4(0)

q(x)=q(0)+T X+ —x%+.

.. X,
2! n!

Legyen f(x) a 0 hely egy kornyezetében n+ 1-szer differencial-
haté fiiggvény, ahol n természetes szam. Ekkor az adott f(x)
fiiggvényhez hozzarendelhetiink egy

7 ” 0 n) 0
p0=f 0+ L Ly SO

polinomot (ez természetesen nem egyezik meg éltalébax} a fiigg-
vénnyel). Célszerli megvizsgalni, hogy milyen Osszefiiggés van az
adott fiiggvény és a p,(x) polinom ko6zdtt, pontosabban hogyan
allithato el6 az '

f(x) —pn(x)
kiilonbség.
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Gyakorlé feladat

21. Alkalmazzuk a Cauchy-kdzépériéktételt (10. feladat) a h(xy=f(x)—
—p(x) és g(x)=x"+! fiiggvényekre és ezek derivalt fiiggvényeire és igy iga-
zoljuk, hogy

::+l)(5)

ahol &£ 0 és x kozotti szam, x pedig benne van 0-nak abban a kOrnyezetében,
ahol £ (n+1)-szer differencialhato.

Megoldds :

El8sz0r azt vegyiik észre, hogy az el6z3, 20. gyakorlo feladat eredménye
alapjén:

hO)=HO)=...=h"0)=0:
A g fliggvény elsS n derivaltja szintén 0 a 0 helyen :
g0)=g'(0)=...=g"(0)=0,

viszont g+(x)=(n+1)!, konstans. Alkalmazzuk most a Cauchy-féle
kdzépérték tételt h-ra és g-re:

16) — =T

ahol & egy 0 és x kozotti megfeleld szam. A (16) egyenlBség jobb oldalara
gjra alkalmazhato a Cauchy-k6zépérték tétel :

IR /1'(0)= h"(&,)
gEY gEP-g0 g'(&)’

amn

itt &, egy &; és 0 kozotti megfeleld szam. Az el6z6 gondolatmenetet n-szer
egymds utan alkalmazva a kovetkez6hdz jutunk :

1y KD KNG, ) HO-DO) KOG,
gx) gD, gV, D—gDO) g™(E,)

Végiil, a (18) egyenlSség jobb oldalan ujra alkalmazhatjuk a Cauchy-tételt:

h(x) K& )~ /1("’(0)__ W+ (g) .

8 gN(E)—gM0) gr+E)

Itt & a 0 és &, kozé es6, tehat a 0 és x kozotti alkalmas szdm. frjuk most be
(19) jobb oldalaba a  és g (n+ 1)-edik derivaltjat:

19)
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K+ D(x)=f0+(x) — plr +D(x) =0+ (),
hiszen egy n-edfokt polinom n+ 1-edik derivaltja 0:
_ RGO fEE)
2x) (D1’
A kapott (20) egyenldségbe g(x) és h(x) jelentését beirva €s az egyenlséget
atrendezve azt kapjuk :

PG
f)= p,,(x)+( Y

A 21. gyakorld6 feladat eredményét fogalmazzuk meg még egy-
szer: ha f(x) a O hely egy kdrnyezetében (n+ 1)-szer differencidl-
hatd, akkor ebben a kérnyezetben f(x) a kévetkezs alakban 4l-
lithat6 el§:

(20)

X+l

@) 7= @O+ L Qe Oy
SO S ("T”(E)
n! (n+1)'

734

ahol & egy 0 és x koz6tti (x-t61 fiiggod) szam. A (21) elBallitast az
f(x) fiiggvény 0 helyhez tartozé Taylor-formuldjidnak nevezik.
A (21) egyenlGség jobb oldaldnak utolsé tagja a maradéktag tin.
Lagrange-féle alakban, az elGtte 4116 kifejezés pedig az f(x) O
helyhez tartozé Taylor-polinomja.

Ha az f(x) fiiggvényr6l azt is tudjuk, hogy a 0 kérnyezetében
az (n+ 1)-edik derivalt korlatos, akkor a maradéktagot x"-nel
osztva is olyan fiiggvényt kapunk, ami 0-hoz tart, ha x tart
0-hoz:

f(""”)(é)
TS T L
@ T l‘i‘t e

Ebben az esetben a hatarérték-feladatokban val6 alkalmazis so-
-ran célszerti a maradéktagot

f(n+1)(§)
(n+D!
alakban irni, ahol o(x") egy olyan fiiggvény jele, amire

x"¥1=0o(x")
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lim o(x")

x=0 X
(Az o(x") jel6lést ,kis ordo x™ -nek olvassuk.) Az (n+ 1)-edik de-
rivalt korldtossdgira vonatkozé feltétel minden olyan esetben
teljesiil, amikor f(x) a 0 kornyezetében akarhdnyszor differen-
cidlhat6. Ebben az esetben ugyanis az f(*+1(x) fiiggvény is dif-
ferencidlhat6 a 0 kornyezetében, ezért folytonos is, igy a 0 helyen
van véges hatarértéke, tehat (22) nyilvan igaz.

=0.

Gyakorlé feladatok

22. frjuk fel a kovetkez6 fiiggvények O helyhez tartozé Taylor-formuldjat :

a) €5;

b) sinx;

¢) cosx;

d) In(1+x);

e) (1+x°% avalos.
Megoldds :

a) Az e* fiiggvény a 17. gyakorlo feladat szerint az egész szimegyenesen
akarhanyszor differencialhato, igy tetszéleges n természetes szamra felirhato
a Taylor-formula. A 17. gyakorl6 feladat a) részében kapott eredmény
szerint:

x x2 X e
=1+—+—+.. . +—+
11 2! n!  (n+1)!

ahol & egy 0 és x k6zotti szam. A kapott elBallitds tetsz6leges x-re érvényes.

b) A 17.b) gyakorld feladatbol tudjuk, hogy a sin x fliggvény tetszGleges
helyen akarhanyszor differencialhat6 és ismerjiik a derivaltakat is. Célszeri
n=2k—1 esetre felirni a Taylor formulat, ahol k tetszGleges természetes
szam. A derivaltak O helyen vett értékét figyelembe véve ezt kapjuk :

-1

+1
’

. X x et ksmé 2%
sin x=x 3'-1‘- (=1 T +(—1) T

ahol & egy 0 és x kozOtti szam és az elGallitds tetszGleges x-re érvényes.

¢) Acos xfiiggvényre a b) megolddshoz hasonloan a kovetkezd eldallitast
kapjuk :
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x2 x4 ka
cosx=1———4— 4(-1)f—0+
SR TR TR S 7Y

sin &
Gkt "

£ itt szintén 0 és x kozotti alkalmas szamot jelol és az el6allitds tetszOleges
Xx-re igaz.

d) Az In x fiiggvény csak x>0-ra van értelmezve, ezért nincs értelme a
0 helyhez tartozd Taylor-formuldjarél beszélni. Helyette az In(1+x),
(-1, + =)-ben értelmezett fiiggvényt vizsgaljuk, ez az értelmezési tartoma-
nydban mindeniitt akdrhdnyszor differencidlhato, igy tetszéleges n-re fel-
irhatjuk a 0 helyhez tartozé Taylor-formul4jat. A 17.c) gyakorlo feladatbol
ismerjiik a derivaltakat:

+(_1)k+l 2k +1

2 3 X
In(14+x)=x— o+ .. +(-1y-t 1
23 n
1
A+ &+t
(=1l
(=1 n+1

}tf ‘E;Z el6allitas tetszGleges x> —1-re érvényes és £ egy 0 és x koz6tti szdmot
jelol.

e) Az (1+x)° fiiggvény a (—1, + ) intervallumban tetszleges o valos
szdmra akdrhdnyszor differencidlhaté. A 17. d) gyakorl6 feladatbol ismerjiik
a derivaltak értékét, igy a O helyhez tartozd Taylor-formula:

o a(ax—1
(1+x)°‘=1+-*—x+—(i-——)x2+...+
1! 2!

a(@—1)...(x—n+1
+ (x—1) n'(az n+ )x"-{—

a(x—1)...(x—n) g—n—1 n+1
—THW—(L*—&) x5

az el6allitas tetszGleges x> —1-re érvényes, & egy alkalmas 0 és x kozotti
szam.

23. A 0 helyhez tartozd Taylor-formuladk felhasznilasaval szamitsuk ki
a kovetkezd hatarértékeket :

€ —sin x4-cos x—2 )

a) lim
) x=0 x3 ’
1 1
b) lim|-———];
oo \ X €5—1
292

o In(14x®
¢) lim—m .
x=0 r:os3.7c—e-"2

Megoldads :

a) Mivel a nevezdben x3 szerepel, a szimléloban levé e*, sin x, cos x
fiiggvények O helyhez tartozé Taylor-formulajat uigy érdemes felirni, hogy
a maradéktag o(x3) legyen:

2 i3
e"=1+x+—2—+%+0(x3),

sin x=x—f—;+o(x3),

x 3
cos x=1 ——E+o(x ).

Nyilvan fennall a o(x3)+ o(x3) = o(x3) &sszefiiggés, hiszen azt fejezi ki, hogy
két, x3-nal osztva 0-hoz tarté fiiggvény osszege, ill. kiilénbsége is 0-hoz
tart, ha x tart a 0-hoz. Ezért a vizsgalt tortet igy irhatjuk :

e*—sinx+cosx—2 1 o(x3)

x3 37 X3

’

1
ebbdl pedig a keresett hatarértékre 3 -ot kapunk.

b) Itt elébb célszerii a vizsgalt kifejezést kdzOs nevezdre hozni, majd
az e* fliggvény Taylor-formulajat alkalmazni:

i 1 1 . e&—1—x
lim | -—— =lim ———=

=0 \X €=1] o x(e*=1)
x2 1 o(x?)

=+o(x) —+—
2 . x

2

=lim = lim
x=0 X(x4+0(x)) .0 1+ o(x)

1
5"
¢) Itt is az In (1+x), ¢* Taylor-formuldjat hasznalhatjuk gy, hogy x

helyett x2-et tesziink, és a cos x Taylor-formuldjdban x helyett 3x-et:

In(1+x?) - x2—o(x?)

- —x2 gm0, X2 N
*20 o5 3x—e X X °l——%+o(x2)—l+x2—o(x2)
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o(x?)

X2 2
= lim ————=—=.
oo T 03 7

-+
2 x2

Eddigi eszk6zeinkkel mar sokszor oldottunk meg olyan hatdr-

t2] i3]

érték-feladatokat, ahol egy 9 vagy g alakra vezet hatarér-

téket kellett meghatdroznunk. Az ilyen tipusu feladatok meg-
old4sdra a szerepld fiiggvények bizonyos tulajdonsiga esetén
van egy jol kezelhetS szabaly, az un. L’Hospital-szabdly: legye-
nek az f(x) és g(x) fiiggvények az « hely egy kirnyezetében dif-
ferencidlhatdk (« lehet £ o=, vagy a—0, a+0 alaku, vagy a véges
érték) esetleg az o helyet kivéve. Tegyiik fel, hogy x—«, akkor
f(x) és g(x) is 0-hoz vagy «-hez tart és az » hely egy kornyezetré-
ben g'(x)= 0. Amennyiben

f(x)

m

létezik, akkor
f(x)

lim e P

is fenndll.

=p

Gyakorlo feladatok

24. Igazoljuk a L’Hospital-szabalyt arra az esetre, amikor o egy véges a
hely, limf(x)=lim g(x)=0. (Alkalmazzuk a Cauchy-kozépértéktételt.)

XxX—a xra
Megoldis :

A feltéte | alapjan — ha f'és g nincs is értelmezve az a helyen — azf(a)=
=g(a)=0 definiciokkal az a egy kOrnyezetében, beleértve magit az a helyet
is, folytonossa tettiik az fés g fliggvényeket.

A Cauchy-tétel alkalmazdsaval ezt kapjuk :

S f=fl (O
Hm——= lim —- =lim——=4,
x=a 8X) a8 —gl@ ., g &)
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"

X,
hiszen ha x—+a, akkor az x és @ kozotti £ is tart az g-hoz és azf E ;fuggveny-
gx

nek az a helyen 8 a hatarértéke.

25. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket a L’Hospital-szabaly alkal-
mazasdval:
1
14+x)°—e
a) lim ~(——-——)———;

x=0 x

1
x

b) lim :'—z—arctgx);
x—*+oo 2

B 1
¢) lim -—E—Ctgzx .
X
x-0

Megoldds :
a) A L’Hospital-szabdly alkalmazadsinak feltételei teljesiilnek :

X
 ——In(1l+x)

1 X
= (1+x)
14+x)* - x2
lim A+ s lim
x=0 x x-0 1

amennyiben az egyenlSség jobb oldalan 4116 hatarérték létezik. Allapitsuk
meg tehdt a jobboldal értékét. Itt az els6 tényezd hatdrértékét konnyen meg-
adhatjuk:
_l_ In(1+x)
lim(1+x)*=lime ~*

x=0 x—=0 =e,

tehat csak a
Y ln+x
_— X
14+x

lim

2
x=0 x

hatarértéket kell meghatdroznunk. Itt Gjra alkalmazhatjuk a L’Hospital-
szabdlyt:
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—x——ln(l+ ! !
+ x)

N 1+x)? 1+
lim . — lim * -
x=0 X x=0 2x
X
. 1+x)?
=11m—(+v)=_1,
x=0 2 2

Ennek alapjan az eredeti hatarérték :
1
L (+x)*—e e
im =

Iim—m— = _

x=0 x 2
(Erdemes a 18. feladat alkalmazasaval is megoldani a gyakorlatot.)

b) A kiszamitando hatarérték ,,0°” alaku, célszerii a fiiggvény logaritmu-
sdnak hatarértékét kiszamitani:

l T
n|{-—-—arctg.

2 g
lim —4m8 = |

X~ +oo X

Itt a L’Hospital-szabélyt célszer( alkalmazni kétszer egymds utén (az alkal-
mazas feltételei teljesiilnek):

m(Z !
nf-—arctgx
2 1+x2

lim —m8 —— = |m —— =
e * X7t g—-arctgx
2x
o _(1+x2)2= . 2x
x> +eo ot 1+x2 7
1+x2

Az eredeti hatarérték tehat :

1
. n x
lim {-—arctgx ) =1.
x>+ oo 2

) c) A kereset} hatdrérték , e — «” alakd. Fl6szor azonos 4talakitidsokat
célszer(i végezni:
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02 sin? x— x2 cos? x
——ctg2x=—r T T
x2 x2sin2 x

2

sin? x— x¥(1—sin®2 x) 2

x4 sin? x

sinf x—x? sin?x) x2
= + ——=
x4 x2 /) sin?x

02 2 2
sIn” x —Xx< X~

- +1.
x4 sin? x

A kapott kifejezés els6é tagjanak masodik tényezdje 1-hez tart, az elsd
tényezére alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt ugy, hogy kdzben — ahol
lehet — egyszer(sitd fogdsokat is végezziink :

siff x—xZ  2sinxcosx—2x
im vy = lim 5 =
x=0 X x—0 4x
sin2x—2x . 2cos2x—2
=1lim 3 =lim 3 =
x=0 4x x=0 12x
. cos2x—-1 | 1 sin2x 1
=11m———2-—=llm —= =—-,
=0 6x %0 3 2x 3

1 2
a keresett hatarérték tehat 1—§=§ .

26. Allapitsuk meg, hogy a kovetkezd hatarértékek kiszamitdsakor alkal-
mazhatoé-e a L’Hospital-szabadly :

sin x

a) lim——3);
x=0 X
. x—sinx
b) lim

o+ XFSINX

Megoldas :

a) A hatarérték kiszamitdsdra nem alkalmazhat6 a L’Hospital-szabdly,
mert ugyan j6 eredményt kapnank, de logikai hibat kdvetnénk el, hiszen
abban felhasznalnank a sin x fiiggvény derivaltjat. Ugyanakkor a sin x deri-
véaltjanak meghatarozasahoz éppen ennek a hatarértéknek az ismeretére van
sziikség (a sin x fiiggvény altalunk alkalmazott, szokasos definicidja alapjan).

b) Itt a L’Hospital-szabaly alkalmazasinak az az akaddalya, hogy a deri-
valtakbol 4116 hanyadosnak, az
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l-cosx
1+4cos x

kifejezéssel definidlt fiiggvénynek nincs hatdrértéke a + --ben. Konnyen
célhoz ériink azonban m4s eszk6zokkel :

1 sin x

. x—sinx . x

lim ——= lim =1
x40 x+smx sin x

x—’+e=1

Feladatok

21, Alkalmas Taylor-formuldk felhaszn4ldsdval szamitsuk ki a
kovetkez8 hatdrértékeket:

4) lLim ((l+x);>;;

x=0 e

X X
. e€—e"=2x
b) lim — =
mo X—Sinx
3
x>
sin x— xl’l x2—
¢) lim
x=0 x3

22. A L’Hospital-szab4ly alkalmazasdval szdmitsuk ki a ko-
vetkez8 hatarértékeket:

a) lim <2arctgx) H

X+ o

b) im&E=%

. 1
c) llil(l) (ctg x_a_c) ;

d —.
) ot 2arCtg x2—7
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23, Igazoljuk, hogy tetszGleges, rogzitett x-re:

lim(1+ +2,+ = ) e”,

n— o

24, Irjuk fel az
1
e ®, ha x50,
ser={

ha x=0,
fiiggvény O helyhez tartozé Taylor-formul4jat.
%25. Legyen f(x) egy a hely kornyezetében (n+1)-szer dif-

ferencidlhaté fiiggvény. Igazoljuk, hogy ekkor f(x) az a hely
kérnyezetében elGallithatd:

J=(@)+1

L@ gy

f(n) ) . f(nN)(E) .
+—#—(x—a) +—(—n-+—1)T(x—a) +1

alakban, ahol £ egy, az a és x k6z6tti alkalmas érték.

26. A Taylor-formula felhasznal4saval adjunk meg olyan poli-

-7 4> intervallumban 10—4-nél kisebb hi-

baval adja meg sin x értékét.

27. Igazoljuk, hogy ha f(x) kétszer differencidlhat6 az a hely
egy kornyezetében és f"(x) folytonos az a helyen, akkor:

i @+ 2%)— 2f(a+x)+f(a) —"(a).

nomot, amelyik a

x-'O

28. Igazoljuk, hogy ha az f'(x) fiiggvény az a hely egy kornye-
zetében — esetleg az a kivételével — létezik és lim f’(x) is

1étezik és véges, akkor faz a helyen is diﬂ‘erenciélhatéx.-&-Iasznél-
juk a L’Hospital-szabalyt!)
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4. Egyenletek gyokeinek kozelité meghatarozisa

A gyakorlatban el6fordul6 feladatok sordn gyakran sziikség van
arra, hogy egy adott egyenlet valamelyik gyokét elére megadott
pontossaggal kiszdmitsuk. A kovetkezGkben néhdny olyan, gya-
korlatilag is j61 hasznilhaté eljardst ismertetiink, amelyekben
a hatarérték fogalmén alapul6 kozelitések szerepelnek.

Egy sok esetben jol hasznalhatd, egyszerii kozelitd eljards az
un. hirmddszer. Tegyiik fel, hogy f(x) az [a, b] intervallumban
folytonos fiiggvény, f(a) - f(b)<0 és f(x)-nek (a, b)-ben pontosan
egy gyoke van (109. 4bra). Ekkor, elsd 1épésként szdmitsuk ki az
(a,f(a)), (b, f(b)) pontokat Osszek6t6 hirnak az x tengellyel
val6 x, metszéspontjat. Ha f(x,)= 0, akkor az [a, x,] és [x,, b] in-
tervallumok koziil valasszuk ki azt, amelyiknek a végpontjaiban
felvett fiiggvényértékek ellenkezd el8jeliick. Ezutdn a kivalasz-
tott intervallumra ujra végezziik el az el6z8 eljarast, igy egy x,
helyhez jutunk. Ha f(x,)# 0, akkor folytassuk tovabb az eljérdst.

Az igy kapott x;, X, ..., X,, ... sorozat az f(x)=0 egyenlet
egyetlen [a, b]-beli gyokéhez tart.
V' 109. édbra
(bf(b))
(x‘lf(xl))
a &
x2/'x1 b >
(a/f(a))
Gyakorlé feladatok

27. Tegyiik fel, hogy f(x) folytonos [a, b]-ben, f(a)=>0, f(b)<O0, f(x) diffe-

rencialhato (a, b)-ben, | f(x)|=m=>0, ha x€ (a, b) és f(x) konvex [a, b]-ben.

Igazoljuk, hogy ekkor a hurmoddszerrel kapott pontsorozat — amennyiben
végtelen - f(x) egyetlen (a, b)-beli gyokéhez konvergal és adjunk becslést a
sorozat n-edik tagjanak és a gyoknek az eltérésére.
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Megoldds :

) A Bolzano-tétel alapjan f(x)-nek van gydke (a, b)-ben. Ha két olyan hely
is volna, x; és x, az (a, b) intervallumban, ahol f (x1)=f(x,)=0, akkor a
Rolle-tétel szerint volna koztiik olyan « hely, ahol f(«)=0, ellentétben a
feltevéssel. Igy /(x)-nek (a, b)-ben pontosan egy gyoke van.

Tegyiik fel, hogy a hirmodszerrel valoban végtelen sorozathoz jutunk.
Szamitsuk ki el6szor az (a, f(a)), (b, f(b)) pontokat 6sszek6td hir és az x
tengely metszéspontjat (110. 4bra):

a-b
f@—-f®) "

4 (o,f(a)

x,=b-f(b)

(b, (b)) 110. 4bra

Mivel f(x) konvex [a, b}-ben, az (x,, f(x,)) pont-az x tengely alatt van,
igy a kovetkezd lépésben az (a, f(a)), (x;, f(x;)) pontokon athaladd hur
x tengellyel val6 metszéspontjat kell kiszdmitanunk, ez lesz x,. Nyilvin
x,<x;. Teljes indukcibval 1athat6, hogy x, ;. <x, €s

@3) 3=, (%) P
= —J{X, .
w1 T f@) -1 (%)

Az igy keletkezett (x,) sorozat monoton fogyo és alulrél korlatos: x,>a,
igy konvergens. Legyen lim x,=¢; mutassuk meg, hogy f(£)=0. Vegyiik a

n-*o

(23) Osszefiiggés mindkét oldaldnak hatarértékét és kdzben hasznaljuk fel,
hogy f folytonos a & helyen. Ekkor f(a)>0 és f (x,)<O miatt f(§)=0, tehat
f@)=f(¢):

a—§
24 =§&— —_—
@) E=E=f) s

301



A (24) Bsszefiiggésbdl a= & miatt £(£)=0 adodik.
A becslést a Lagrange-tétel alapjan adhatjuk meg:
Sx)—f(&)
(25) ————=f"(a),
x,—&
ahol « az x, és & kozotti szam. Felhaszndlva, hogy f(€)=0, |/ (@)|=m>0
és dtrendezve a (25) egyenldséget ezt kapjuk :

26 ix-a=L
m

28. Szamitsuk ki az x3 — 6x+ 2 polinom gydkeit 10-2 pontosséggal.

Megoldds :

Erdemes el&szOr megvizsgdlni az f(x)=x3—6x+2 fiiggvény ndvekedési
és fogy4si viszonyait a derivalt fiiggvény felhasznéldséval:

F()=3x2—6=3(x+V2)(x-V2).

Az f'(x) el3jelébd] kovetkezik, hogy az f(x) fiiggvény a | (=, - ¥2) inter-
vallumban n6, a (—¥2, ¥2) intervallumban fogy, a (¥2, + «) intervallum-
ban nd (111. 4bra).

Mivel f(—2)=6, f(—3)= -7, f(0)=2, f1)==3, f2)=-2, f3)=1],
ezért a (-3, —2), (0, 1), (2, 3) intervallumok mindegyikében pontosan egy
gyoke van f(x)-nek. A hiirmodszer alkalmazisdval szimitsuk ki el8szor a
(0, 1) intervallumba esd gyokot. Itt a fiiggvény konvex, a 27. gyakorl6 fel-
adatban alkalmazott (23) képlettel szimolhatunk Az /'(x)-re az | f'(x)|=3
becslést kapjuk, ha x€ (0, 1). A (23) képletbdl

-1 2
=1—(-3)—==,
X1 -3 55
Sfxp=—0,336:

A kivetkezd 1épésben x,-t ismét a (23) Ssszefiiggésbsl szamolva:

0,4
x,=0,4—(—0,336) ————=0,342,

240,336
S(x)=0,012:
Az x, eltérését a & gyoktSl becsiiljikk meg a (26) dsszefiiggés alapjan:
0,012

Ix— £l§—§—=0,004<10‘2,
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y=x-6x+2

N

IS

111. 4bra

igya lgeresptt gyok 10-2 pontossaggal £=0,34. Hasonlo szdmoldssal adédik
a masik két gyokre a —2,60, ill. a 2,26 érték.

Egy misik, gyorsabb kozelitést szolgiltatd eljaras az iin. New-
ton—Raphson-mddszer vagy érintémédszer. Tegyiik fel, hogy
J(x) az [a, b] intervallumban kétszer differencidlhat6, f"(x)s0,
S(a), f(b) ellenkezd elbjelii és példaul f"(a)f(a)=0. Ekkor f(x)-
nek (a, b)-l?gn pontosan egy gyoke van és a gy6k kozelits értéke-
lgé_nt ”vehet_]u.k az (a, f(a)) pontban az y=f(x) goérbéhez hizott
érintd x tengellyel valé metszéspontjat (112. 4bra):
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(°rf(°))

112. 4dbra
—gt@
T Py

Az eljarast ismételve olyan x, sorozathoz jutunk, amely az
f(x) fiiggvény gyokéhez konvergal.

Gyakorl6 feladatok

29. Tegyiik fel, hogy f(x) kétszer differencidlhatd [a, bl-ben, f(a)<O,
f()=0,/"(x)>0 ha x€[a, b]. Legyen xy=bés

f(x)
QN xp=x,-,
n+ 1 n f (x")
ha n=1. Igazoljuk, hogy f(x)-nek egyetlen & gyoke van az (a, b) intervallum-

ban és lim x,=¢£. Adjunk becslést x,, és & eltérésére.
n—roo

Megoldds :

El8szor mutass 1< meg, hogy f(x)-nek pontosan egy gyoke van (a, b)-ben.
A Bolzano-tételbdl kvetkezik, hogy legalibb egy gydke van (a, b)-ben f(x)-
nek. Ha feltesszik, hogy legalabb két gyoke van, akkor legaldbb harom is
van f(a)- f(b)<0 miatt. Ebbdl kovetkezik, hogy f(x)-nek is van legaldbb
két gyoke (a, b)-ben, igy a Lagrange-tétel szerint f“(x)=0 teljesiilne valahol
(a, b)-ben, ami ellentmond a feltételnek. fgy f(x)-nek pontosan egy gyoke
van (a, b)-ben. )

A feltételekbdl kovetkezik, hogy a (27) Osszefiiggéssel definidlt sorozat
monoton fogyd (az érintd mindig a gorbe alatt-van) és korlatos. x,=a, igy
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113. 4bra

a sorozat konvergens, legyen lim x,=£ (113. 4bra). Ekkor a (27) &ssze-

n—reo
fiiggés mindkét oldaldnak hatarértékét véve f/(£)#0:
&
e LD,
FA()

ahonnan f(£)=0. Ha x€ (a, b)-re | f(x)|=m=>0, akkor a 27. gyakorlo fel-
adatban alkalmazott médszerrel adodik, hogy

1)l
28) lx,,—JEIE‘—f—'2 .
m
30. A Newton—Raphson-modszer alkalmazasaval szdmitsuk ki az
1
x2+-;i=10x egyenlet nagyobbik pozitiv gybkét 10— pontossiggal.
Megoldds :
A 28. gyakorl6 feladat modszerét az
1
f)=x*+—-10x
x

fiiggvényre kell alkalmaznunk. K6nnyen 1ithato, hogy f(x)-nek az G , %)

ésa (9, 10) intervallumokban van gydke. A (9, 10) intervallumbeli gyokot
kell kiszdmitanunk. Erre az intervallumra teljesiilnek a 29. gyakorlé fel-
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adatban szereplé feltételek. A b=10 valasztassal a (27) képletbdl x,=
=9,9990 adodik, ennek eltérése a & gyoktdl (28) alkalmazasaval 10-4-nél
1s kisebb.

Egy tovabbi, gyakran jol alkalmazhaté kozelit6 modszer az
{in. iteraciés médszer. Ez x=f(x) alakban felirt egyenletek meg-
oldaséra alkalmazhatd, ha x, az n-edik 1épésben felvett kozelits
érték és az egyenlet £ gyoke koriili |x,— &| sugaru intervallumban
|f’(x)|=g<1. Ebben az esetben a kozelitS értékeket az

(29) x,41=f(x,)
képlettel hatdrozzuk meg.

Gyakorl6 feladatok

31. Igazoljuk, hogy ha az x=f(x) egyenlet & gyoke koriili e>0 sugari
intervallumban | f'(x)|=g<1 és |x;— &|<e¢, akkor minden »-re az
(30) x4 =f(x,)

képlettel definialt kozelitd érték is benne van a & koriili e>0 sugaru inter-
vallumban és lim x,=¢£. Adjunk becslést x, és & eltérésérer

n—reco
Megoldds :
A Lagrange-tétel alkalmazasaval adodik :

(Xt 1= 8| _ [/ =S
[ x~&1 | x,—¢&

tehat

31 Ix,4;—¢l=4qlx,—4&l.

=|f'(xpI=q,

A (31) dsszefiiggésbol lathatd, hogy ha x, és & eltérése e-ndl kisebb, akkor
az 6roklsdik x, 4 -re is. Mivel x;-re feltettiik hogy ez igaz, igy teljes induk-
cidval adodik az allitas. A (31) Osszefiiggés n-szeres alkalmazasaval a ko-
vetkezGt kapjuk :

BD)  Ixyy—EI=qx— 4.

Itt O<g<1 miatt n— - esetén a jobboldal 0-hoztart, igy valoban lim x,=¢.

n—teco

A (31) 6sszefiiggésbsl a kovetkezd szamoldssal nyerbetiink jol hasznal-
hato becslést x, .. | és & eltérésére:
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X1 — X =X, — &l = x4 = &= <1—1> 1%, 41— &1,
ahonnan 7
(33)  Ixpe—& él—’j—q Py 1= %
32. Az iteraciés modszer segitségével szamitsuk ki 10 - 4 pontosséggal az
(34) x=2+40,1sinx
egyenlet gyokét.

Megoldas :

Az f(x)=2+0,l sin x fiiggvény derivéltja, f'(x)=0,1 cos x abszolut ér-
tékben mindeniitt 0,1-nél kisebb vagy azzal egyenl8, igy a modszer alkal-
mazhatd. Azf(x) fliggvény menetébdl lathatod, hogy a (2, 3) intervallumban
van gydke a (34) egyenletnek. Vélasszuk az x,=2 kezdeti értéket, igy a
(30) képlet alapjan:

X,=2,09,

x, eltérése a & gyoktdl (33) alapjan igy becsiilhetd :
0,1
1-0,1
A (30) képlet alapjan x;-ra ezt kapjuk:

x3=2,087,
(33) szerint pedig:
lx;—&]=10-3.

x,— £|= 0,09=10-2.

Végiil x,=2,0869 mar megfelels lesz, mert
Ix,—&=10-4.

Feladatok

29. A hurmédszer segitségével szamitsuk ki 10~2 pontossag-
gal az

S(x)=x3—2x2+3x—5
polinom valds gyokét.

30. A Newton—Raphson-mddszer alkalmazésdval szadmitsuk
ki 10—4 pontossaggal a
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2—x—lgx=0
egyenlet gyokét.

31. Az iterdciés mddszer alkalmazdsival 10~* pontossdggal
adjuk meg az

x34 x=1000
egyenlet gyokét.
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A III. fejezetben kitiizott feladatok megoldasai

1. Az f(x) fiiggvény a 0-t6l kiilonboz8 helyeken differencial-
hat6 és derivéltja
f’(x)=2x sin 1-—cos L .
x X

Az x=0 helyen a differencidlhat6sag definicidjat kell alkalmaz-
nunk:
lim M=lim x sin l=0.
x=0 x—0 x=0 X .
fgy azt kaptuk, hogy f(x) a 0 helyen is differencidlhat6 ésf”(0)=0.
2. Alkalmazzuk a differencidlhdnyados definicidjat. E16szor a
0 helyhez tartozé kiilonbségi hidnyados fiiggvényt szamitsuk ki:
x)—f (x)—f(0) _f(x)* {x, ha x racionalis
T x—0 ~ x )0, ha x irracionilis.

gl

A definicié alapjan:
f(0)=lim g(x)=0.
x—0
3.Konnyli példdt adni olyan fiiggvényekre, amelyek sehol
sem differencidlhatdk, de Osszegiik és szorzatuk mindeniitt diffe-
rencidlhatd. Legyen péld4ul

9= {

f(x) a 0-t61 kiil6nb6z3 helyeken nem is folytonos, igy nem diffe-
rencidlhatd, a O helyen ugyan folytonos a fiiggvény, de nem
differencialhat6. Hasonléan seholsem differencidlhaté a — f(x)

x, ha x raciondlis,
—x, ha x irraciondlis.
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fiiggvény. A kett8 dsszege: f(x)+ (—f(x))=0 konstans fiiggvény
mindeniitt differencidlhaté. Az f(x) - f(x)=f4(x)=x? fiiggvény
szintén mindeniitt differencialhaté.

4. A V1—cos? zx képlettel megadott fiiggvényt egy trigono-
raetrikus azonossig alkalmazasédval |sin zzx| alakban is irhatjuk,
aho.nan vildgos, hogy azokon a helyeken, ahol sin wx=0, azaz,
ha x nem egész szam, a fiiggvény differencidlhaté és derivaltja:

n|cos wxj, ha k§x<k+% ,

fx)=

—am|cos x{, ha k+%§x<k+ 1,

ahol k egész. Az egész helyeken kell megmutatnunk, hogy Iéte-
zik a jobb- és baloldali derivalt. A |sin 7x]| fiiggvény 1 szerint
periodikus, igy elég példdaul a O helyet vizsgalni. Ennek kornye-
zetében igy irhato fel a fiiggvény:

f(x)=|sin x| = {
A 0 helyhez tartozd jobboldali derivalt:

sinmtx, ha 0=x<l,
—sinwx, ha —1<x<O.

lim f____(x) —f (O)—= lim S X =g,
x=0+0 x—0 x—=0+0 x
a bal oldali derivalt pedig:
lim f(x)—f(O)= i ZSIOX
xm0-0 X—0 x=0-0 X

Az el8z8kbdl kovetkezik, hogy k (tetszSleges egész) helyen
f(k)=més f_(k)=—m.

5.a) A (sin x)*s* fiiggvényt célszeri e alapii hatvanyként fel-
irni:
(sin x)cos X — pCos x In sin x,
Ebbd] az alakbol 14thatd, hogy a fiiggvény értelmezési tartoma-
nya azoknak a szdmoknak a halmaza, ahol sin x>0, azaz a
(2km, (2k+ 1)) alakt nyilt intervallumok egyesitése, ahol k tet-
sz8leges egész szdm. A fiiggvény az értelmezési tartomanydban
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mindeniitt differencidlhatd és derivéltjat a kozvetett fiiggvény
differencidlési szabalyanak alkalmazasaval szdmithatjuk ki :

2
. L . . cos? x
((sin x)***)’ =(sin x)“°* "(—sm x In sin x+ e )

b) Mivel 1+ x*>0 minden x-re és az arc tg x fiiggvény min-
deniitt értelmezve van, igy vizsgalt fiiggvényiink is mindeniitt ér-
telmezve van és mindeniitt differencidlhaté. A derivéltat a koz-
vetett fiiggvény differencialasi szabalydnak alkalmazdsival sza-
mithatjuk ki:

(arct 14+x*\" 1 O 3x(1+xH)—=2x(1+x3)

eI T DS (1 +x2)2 =
1+4-x2)2

x4 3x—-2x (

T (x4 x3)2

¢) A fiiggvény értelmezési tartomanya a pozitiv valos szamok
halmaza, az értelmezési tartomanydban mindeniitt differencial-
hato is. Derivaltja:

(Vs+Vxr¥x) =

1 1 1
= - l1+ —(1+—— ] .
WxeVarVxl 2VxtVx 2Vx
d) A fiiggvény azokon a helyeken van értelmezve, ahol
In (In x)=0, ez pedig ekvivalens az x=>e egyenlStlenséggel. Az
értelmezési tartomanyaban mindeniitt differencidlhaté a fiigg-
vény: .

(In (In (In x)))’=

"In(Inx)-Inx-x

e) Mivel Y1+ x2>}x2=|x|, ezért x+ 1+ x2=>0 minden x-re,
igy a fiiggvény mindeniitt értelmezve van és differencialhato is:

ln (x+V1 +x2)) = L 1+ X =
) x+V1+x2 Y1+ x2
Y1+ x2
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6.a) A vizsgalt hatarértéket két kiilonbségi hdnyados hatar-
értékének hanyadosiva alakithatjuk a kovetkez8 fogdssal
(sin n=0):

sin wx*—sin

sin zx® . x—1 4
im = 5=1lim — = (B=0),
a1 SIDTX? L sinxP—sinz B
x—1

ahol a kiilonbségi hdnyadosok hatarértékét a differencialdsi sza-
balyok alkalmazéisdval szamithatjuk ki.

b) Itt is egyszerii atalakitdsokkal kﬁlépbségi hdnyadosok ha-
tarértékének kiszamitdsdra vezethetjiik vissza a feladatot:

L 2X—xr 2X—4 x2—4
lim =lim =

x—2 x-—2 x—=2 x—'2 x—2

“tim T im X 42—
x—2 x—-2 x—2 x—2

c) Itt célszerti a szerepld fiiggvény logaritmusdnak hatérérté-
két kiszdmitani:

. tgx \“®¥>" . Inltgx|—In|tgal x—a
=] =
i (G5 i R
— 1
—lim In|tg x|—In|tg allim 1 — ’
x—a x—a v—oq t8(x—a) sinacosa
x—a

ha a= kg , ahol k egész. Igy az eredeti hatarérték:

. [ tgx \cElma 1
lim L = .
x—a tg a esin acos a

d) Egyszerii fogassal két kiilonbségi hdnyados hanyadosava
alakithatjuk a kifejezést:
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sin (1—x)—sin 0

lim 222 (_l—x) =Hhm x:l =
=1 Vol s Feed
__1_‘2 x—1
= 1 =_2,

2

7.a) Az arc sin x fiiggvény értelmezési tartomdnya a [—1, 1]
intervallum. A fiiggvényr6l tudjuk, hogy a (—1, 1) nyilt inter-
vallumban differencidlhaté. Vizsgdljuk meg az 1 helyhez tartozé
kiilonbségi hanyados baloldali hatdrértékét az 1 helyen (csak
ennek van értelme, hiszen a fiiggvény az 1 helynek csak a bal
oldali kérnyezetében van értelmezve):

. 7
arc sin x—z 1
]im =-— - =
x—=1—0 x—1 sin (arc sin x)—1
arc sin x T
1 2
= lim —————=+cc,
x . . T
y-+2>-0Sin y—sin =
2 2
T
2

mert a nevezSben levd tort pozitiv értékeken keresztiil 0-hoz
tart.

Hasonl6an adédik, hogy (arc sin x)/,,__,= +eo.

b)Az a) megoldasaban alkalmazott mddszer célhoz vezet itt is.
Az arc cos x fiiggvény értelmezési tartoménya a [—1, 1] inter-
vallum, (—1, 1)-ben differencidlhaté is. Vizsgaljuk az 1 helyhez
tartozd kiilonbségi hanyados bal oldali hatarértékét az 1 helyen:
. arccosx—0 . 1

Im ——=tm ——=

x=1—0 x—1 y—0+0 COS y—c0s 0

y—0
mert a nevez$ negativ szamokon 4t tart 0-hoz.

— oo,
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Ugyanilyen médon kapjuk meg, hogy

(arccos x), __ = —=.
3
c) A ¥ x fiiggvény a 0-t4] kiilonb6z8 helyeken differencidlhato,
vizsgaljuk a 0 helyhez tartozd kiilonbségi hdnyados hatdrértékét
a 0 helyen:
3

2
llm—x———hm
x—0 x—'O

V

= + >,
xZ
tehat a Jx fiiggvény differencidlhdnyadosa a 0 helyen + =.
d) A Y1—x?*fiiggvény a [—1, 1] intervallumban van értelmez-
ve, a kozvetett fiiggvény differencialasi szabalya alapjan 1athato.

hogy (—1, 1)-ben differencidlhaté is. Az 1 helyen a bal oldali
differencialhatésagot vizsgéljuk:

Y1—x2 . Vitx
m —

= — 2o,

-1-0 X—1 o0 YTy

A fiiggvény paros; ebb8l adddik, hogy a — 1 helyen a jobb oldali
derivalt + .

e) A V|x| fiiggvény értelmezési tartoménya a teljes szimegye-
nes. A 0-tdl kiilonb6z8 helyeken a fiiggvénynek véges differen-
cidlhdnyadosa van; nézziik a 0-hoz tartoz6 jobb oldali kiilénb-
ségi hinyadost:

fim YL
x=»0+0 X x-040 1 X7 x-o40 Vx|

A jobb oldali derivalt mintdjara szamolhat6é a bal oldali; ez

-— 0o,

8. A feltevés szerint f(x) az [a, b]-ben folytonos, (a, b)-ben
differencidlhato, igy alkalmazhaté a monotonitdsra vonatkozé
tétel. Mivel f'(x)=0, ezért tetszSleges x;, x, € [a, b]-re x;<x,-bSl
Sf(x)=f(x,) kovetkezik, ugyanakkor f/(x)=0 miatt f(x)=f(x,)
is fenndll; ezért f(x)=£(x,), azaz f(x) konstans.
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9. A feltevésekbdl kovetkezik, hogy f(x) monoton nov§ [a, b]-
ben, azaz tetszdleges x;, x,€ [a, b]-re, ha x,;<x,, akkor f(x;)=
=f(x,). Azt kell csak megmutatnunk, hogy f(x;)=/(x,) nem all-
hat fenn. Ha indirekt mddon feltessziik, hogy f(x,)=/f(x,) igaz,
akkor — mivel x; és x, k6z6tt f(x) monoton nové —, csak kons-
tans lehet az [x;, x,] intervallumban. Ekkor viszont f’(x)=0
lenne az [x,, x,] intervallumban, ez pedig ellentmond a feltevés-
nek.

10. A tétel bizonyitdsat egy kis ,,ligyeskedéssel” a Rolle-tétel
alkalmazasara vezethetjiik vissza. Vizsgaljuk a kovetkezd fiigg-

vényt:
_ SO —f@) .
h(x)=f(x)—f(a) FORTE) (8(x) —g(a)).

Feltételeztiik, hogy g’(x) =0, ha x €(a, b), ezért g(b) = g(a). Mivel
h(a)=h(b)=0 és a Rolle-tétel alkalmazisinak egyéb feltételei is
teljesiilnek, ezért van olyan x, € (a, b), ahol h'(x;)=0, tehat

J®O)—f@) , . _
f(xo) gmg(xo)—o-
Mivel g’(xo) = 0, trendezéssel a kovetkez8 Osszefiiggést kapjuk:

fB)—f(@) _f(x)
gb)—gla) g'(xp)"

11. A 15. gyakorlé feladatban alkalmazott mddszert haszno-
sithatjuk itt is.

Igazoljuk el8szor, hogy az Z:—; fiiggvény (a=1, 2=>0) bizonyos
x-t61 kezdve monoton fogyo:

(x“)' ax*~lg*—x%* Ina_ x*~!

pes P — (e—x1Ina).
Ina Ina

vallumban a fiiggvény monoton fogy. Ahhoz, hogy a + <=-ben
a hatérértékét megallapitsuk, elég egy specidlis, a + «-hez tartd

A derivalt x>-—— esetén negativ, tehit az [ ——, + = ] inter-
g
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sorozat mentén nézni a fiiggvényértékek sorozatédnak hatdrérté-
két. A természetes szamok sorozata mentén nézziik a fiiggvény-
értékek sorozatat:

. n¢®
lim *;‘:0,

n— oo
igy a keresett hatarérték:

. X®
lim —=0.
x"+°=a

12. Az el6z8 feladat megoldaséhoz hasonléan jérhatunk el itt
is. A fiiggvény a (0, + <) intervallumban differencidlhato, deri-
véaltja:

/

Inx \/ 1—alnx
( x° - xe+1 *

A derivélt elGjele §<ln x esetén negativ, tehat a fiiggvény az

L
le?, + <)

intervallumban monoton fogy, vizsgaljuk az e"— 4+ oo sorozat
mentén a fliggvényértékek sorozatat:

Iner . n
lim ——=lim ——==0 (a=0).
() ,ow (69" (2>0)

A keresett hatdrérték tehat

n—co

hm lnxz*-O.

a
X4 oo

13.a) Hasznaljuk fel a 15.a) gyakorl6 feladat eredményét:

lim x*= lim e*"®*=1,
x—0+0 x—+0+0

mert
lim xInx=0.
x—=0+0
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b) Itt a 15.b) gyakorl6 feladat eredményét alkalmazzuk:

L tnx
Iim x*= lim e* =1,
X+ oo X+ o
mert
. Inx
Iim ——=0.
X+ 4 X

14. K6zvetleniil a differencidlhdnyados definicidjat alkalmaz-

zuk:
L 1
_ x2 2
lim [D=/O) _ lim & —=lim x > = 0,
x>0 x—0 x=0 X x—0 L
ex*
mert a 15.c) gyakorl6 feladat szerint
1
2
lim 2= lim —‘V;=0‘
X0 . yote
e

Az f(x) fiiggvény tehat a O helyen differencidlhat6 és f(0)=0.

15.a) A 11. feladat alkalmazisaval gyorsan célhoz ériink:

= lim —=0.
x=0 X x=0 1 y=+to
2
e
b) A 13.a) feladat alkalmazasaval és egy kiilonbségi hdnyados

hatarértékének meghatdrozasival oldhatjuk meg a feladatot:

lim Inx-In(l—x)=
x=*1-0

= lim —h‘%-ll-‘lia—x) In (1—x)=0.

x—=+1-0

¢) Mér ismert hatdrértékekre vezethetjiik vissza a feladat meg-
old4sat:
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I n(—Inx)

x —xInx ————
lim (ln£> = lim e A

x=0+0 X x=0+0

16.a) Igazoljuk el8szor azt, hogy az
2

7<
egyenltlenség x=0-ra igaz. Azt kell megmutatnunk, hogy az

x— In(1+x)

2
fX)=In(1+x)—x+ % fiiggvény a (0, + ) intervallumban po-
zitiv. Mivel f(0)=0, ha igazoljuk, hogy fa [0, -+ o) intervallum-
ban szigortian monoton n&vé, akkor igazoltuk az allitést. f dlffs-
rencidlhatd [0, + =o)-ben; vizsgaljuk a derivalt fliggvény eld-
jelét:
1 x?

73 —_ :_’___ 0’
f=r—1+>*=1%~

ha x>0, igy f szigortian monoton nové (0, + e=)-ben.
Ugyanezzel a médszerrel igazolhatjuk a mésik egyenlStlensé-
get is. Legyen:
x? X3
g(x)- X — —é-‘{" '3“—

mivel g(0)=0, elég igazolni, hogy [0, + ==)-ben g szigorian mo-
noton novl. Nézziik meg g’ elGjelét:

In (1+x);

/ =1 + 2__1._—-__3_c.3__>0
g)=1—xtxt-o = :
ha x>0, igy g szigorian monoton névé [0, + oo)-be;n. Tehét, ha
x>0, akkor g(x)=g(0)=0 — és ezt kellett igazolni.

b) Az a) rész megolddsaban alkalmazott moédszert hasznaljuk
itt is. Legyen:
x3
—3— .
Azt kell megmutatnunk, hogy ha x € (0, 1], akkor f(x)=0. Mivel
f(0)=0, elég megvizsgalnunk f(x) elGjelét:

f(x)=arctg x—x+
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f= -4 ¥= g
T1+x2 T+

ha x50, tehat [0, 1]-ben fszigortan monoton névé, f(x)=0, ha
O<x=1.
A mésik egyenlStlenség igazoldsdhoz legyen:
3

g(x)=x—%—arc tg x.
£(0)=0; vizsgdljuk a derivalt fiiggvényt:

v 4 X2 1 x¥(1-x?
A M R fw

0,

ha 0<x<1, ezért g(x) a [0, 1]-ben szigoruan monoton ndvé, te-
hat g(x)=0, ha 0<x=1.

17.a) A 16.a) feladatban igazolt egyenlStlenség felhasznalasa-

val becsiiljiik meg az x—x21n 1+51C- kifejezést:

1 1 1 1 1 1
;——2—;<ln(l+>—c)<;—~2—x‘2+§§§, ha X>O,

A kapott becslésb8l nyilvanvald, hogy

lim [x-—x2 ln(l—i-—l-)]:l.
x=++ o |\ X 2

b) A 16.b) feladat eredményébdl adddik a kdvetkezd becslés:
_x_arctgx—x  x
x2 6’
ha 0<x=1, igy:
lim 2Ctex—x

0.
x=0+0 x2
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arctgx—x

Mivel az 5
x

fiiggvény pdratlan, ezért a 0 helyen a bal-

oldali hatérérték is 0, igy a fiiggvény hatarértéke is O.

18. A bizonyitandé egyenlStlenség érdekes abbdl a szempont-
bél, hogy felvildgositist ad, milyen ,,gyorsan” tart e-hez a + oo-

ben <1+—1-> .
x

Az egyenlStlenséget ekvivalens atalakitdsokkal a kovetkezd
alakra hozhatjuk:

1+1)
2x X 2x+1

X+l e amx+2’

ha x=0.

Célszerti a szerepl§ kifejezések logaritmusat venni, azaz a bi-
zonyitandéval ekvivalens

In2x—In 2x+1)<x ln(1+}c>—1<ln 2x+1)—

—In(2x+2), ha x>0

egyenlStlenséget igazolni. Az itt szerepld fiiggvényeknek a 0
helyen a jobboldali hatdrértéke sorra —e, —1, —In2, ezek
kozott fennall a megfelelS egyenl8tlenség. A + oo-ben mindegyik
fliggvény hatdrértéke 0, ennek megfelelGen elég lesz igazolni,
hogy az

f)=In(2x+1)—In (2x+2)+1—x ln(l +}c>

ésa
g(x):x ln(l-l-}lc) —1—1n2x+1In (2x+ 1)

fiiggvény szigoruan csdkkend a (0, 4 =0)-ben, hiszen lim f(x)=

X+ oo

= lim g(x)=0 miatt x>0-ra ebbdl kovetkezik, hogy f(x)=0

X+ o

és g(x)=0. Vizsgaljuk az f(x) derivaltjat (0, + «)-ben:
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L2 1 N, 1
F =5 x+1"‘"(1+§>+1+x“
2 1
Azt kell megmutatnunk, hogy f'(x)<0, ha x=0. lim f’(x)=0,
X oo
igy elég igazolni, hogy f’(x) szigortian n6v3 (0, + «)-ben. Vizs-
galjuk f’(x) derivaltjat, f"(x)-et:

vron_ 4 .
f'(x)= (2X+1)2+x(1+x)—

1
“—_-—x(x+1)(2x+1)2>0’ ha x=0,

f’(x) tehat szigortan nd (0, + «)-ben.
Hasonldan igazolhatjuk a g(x)=0, ha x>0 allitast is. g’(xx)-et
kell el8szor kiszdmitanunk:

1 1 2

Ittis lim g’(x)=0, igy elég megmutatnunk, hogy g’(x) szigo-

X+ oo
rian n6 (0, + =o)-ben. _
” — 1 1 1 4 _
g'x) = x(1+x) +(1 +x)2+§~(2x+ 12
_ 5x24-5x+1 —0
X1+ x)22x+1)2 7

ha x>0, ezzel az allitast igazoltuk.

19. A keresett hatarértéket az el6z8 feladatban kapott egyen-
16tlenség alkalmazdsaval konnyii kiszdmitani. A

ex 1\~ ex
‘zx+z>"[<‘+;> _EJ>—2x_+_1’ ha x>0

egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy

lim xl:(1+l> —ej'=—f.
x4 o . X 2
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20. A 13.a) gyakorl6 feladat alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy

lim (1—x)'=*-x*= lim (1—x)!"*x*=1.
x=0+0 x—+1-0
A fiiggvény monotonitasi viselkedését a derivalt elGjelébdl tud-
juk konnyen megéllapitani. Az értelmezési tartomanyban (0, 1)-
ben a fiiggvény differencidlhato is:

[(1 _x)l—x x"]'= [e(l—x)ln (1=x)+x ln.x]/_____

=(1—x)!'=*x* (In x—In (1 —Xx)).

1-X X

y=(1—=x) «x

Nj—

" »
2 114. 4bra

. 1
Innen lathatd, hogy a derivalt O< x<z-re negativ, %<x<1-re

pozitiv, tehat a fiiggvény <0, %)-ben fogy, (% , 1>-ben nd, %-
ben minimuma van. A fiiggvény vazlatos képét a 114. 4bran
szemléltettiik.

2l.a) Célszerii a fiiggvény logaritmusdnak hatdrértékét vizs-
gélni:

11
ln<(—1+x) > =1‘<lln(l+x)—1>.
e x\x
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Az In (1+ x) figgvény Taylor-formuldjat alkalmazzuk:

. 11
Ll_rg )—cl;—c In (1+x)—1:| =

Az eredeti hatarérték tehat:
1

1
T\x _1
lim((1+x) ) =e 2=—1-.

x=0 e

A 19. feladatban hasznilt egyenlGtlenség alkalmazisaval is cél-
hoz érhetiink.

b) Az e és sin x Taylor-formuldjat hasznaljuk ugy, hogy még
az x3-0s tagot is kiirjuk:

2 3 2 3
14 x+ 4+ 2 o) — 14 x— 2+ — o(x3)—2x
. 2 6 2 6
lim e =
x~0 x—x+€—o(x3)
3
o)

=lim =2.

3
xo %—0(x3)

¢) Itt a sin x Taylor-formuldjat irjuk ki az x-es tagig, az
(1+x)* fiiggvény Taylor-formuldjat pedig x helyett —x2-tel és

o= l -dal alkalmazzuk:

3
3 3
sinx-—xl’l——xz—%
lim 3 =
x—0 X
x3 x5 1 11/1 x3
_r 5\ _ I Nttt e 4 a X
‘ x 6+120+o(x) x[l 3x+23<3 1>x+o(x):| g
=lim S =
x=0 X
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o 1 o(x°)  o(x* | 43
=lim [120+9+ + 4 —'3?0'.

22.a) Célszerii a fiiggvény logaritmusanak hatdrértékét keres-
a!. [tt alkalmazhaté a L’Hospital-szabdly:

2 1 1
In=-arctgx _—
. T . arctgx 1+x2
lim ———— = lim =
X oo }_ P inde __l_
x x?
1 x? 2
= lim ———— =
xo e Arctgx x241 T

tehat a keresett hatarérték:

2 x 2
lim (— arc tg x) =e 7.
X+ oo T

b) A L’Hospital-szabaly haromszor egymas utdn alkalmaz-
hato:

li ex__ eSlﬂ X . ex___ COS X esm X

m =11 —_—

x—0 X x—0 3x2

—lim & sin x €™ cos? x ¢ ¥ _
x—0 6x

. e™cos x e 3 sin x cos x ¥ *—cos3 x e 1
=lim =,
x=0 6 6
¢) Atalakités utdn a L’Hospital-szabaly alkalmazhatd:

- 1 . XCOosx—sin x
lim{ ctg x—= |=llm ——=
X] xa0 XSInX

x—0
. Xcosx—sinx X
=lim 5 C—=
0 x sin x
COS X—X Sin x—cos x .. X
=0 2x <0 SIN X
sin x
=hm ————=0
x=0 2
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d) Ttt kodzvetleniil alkalmazhaté a L’Hospital-szabaly:

1

L 2 ¥
; =
e® —1 . x3
m ———s—= lim ———=
xotw 2arctgx?—m . 4x
1+ x4

= lim - —1—+l e%-——l
b 2x4 2 -2

23. Az e* Taylor-formuldjat felhaszndlva, tetszGleges, rogzi-
tett x-re e*-et igy éllithatjuk el6:
=1+ 3+5; iy +x"+ g
2! (n+ 1)'

ahol £ a 0 és az x kozotti szam. Elég azt igazolni, hogy tetszGle-
ges, rogzitett x-re:

] xn+l <§
1 =
e (nr D1 ¢

Ha x<O0, akkor 0>&>x miatt O<e'<1, ha x>0, akkor
l<é< e*, tehat

n+1

Jim e °

miatt az el6z3 hatarérték is 0.

24. A 18. gyakorl6 feladatban igazoltuk, hogy az f(x) fiigg-
vény mindenhol ak4rhdnyszor differencidlhaté és #"(0)= 0 min-
den n-re, igy f(x) Taylor-formuldja:

1
_ xnt1 1 __E:
f(X)—(n-f'l)!q(—g—)e ’

ahol g(x) polinom, ¢ pedig egy alkalmas, 0 és x kozOtti szdm
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25 A fe}tételek alapjén a g(x)= -f(x+ a) fiiggvény a O hely egy
kornyezeteben. (n+1)-szer differencidlhaté, igy g(x) el8allithaté
a 0 hely koriili Taylor-formulaval:

g(x)=g(0)+g$ x+§¥+ et

g™

e
n.

gl
(n+1)! ’

ahol 7 alkalmas, 0 és x k6zotti szam. Helyettesitsiink x helyére

mi;)deniitt (x—a)-t (x—a még eleme a 0 megfelel§ kérnyezeté-
nek):

g(x—a):f(x)=f(a)-l—f/1(‘;)(x—-a)+...+
n) (n+1) g
LD i L) gy,

ahol & egy alkalmas, x és a kozotti szdm (é= 17+ a).

26. A Okoriili Taylor-formulat a sin x fiiggvényre alkalmazva:

sin x:x-—£+£—. +(=1)" _xi:l_+
3tst T (2n—-1)!
Pty s g
@n+1)! ’

I’dét’haté, hogy a jobl_noldal utolsé tagja, a maradék tag abszolut
értéke a hiba, ha a sin x-et a jobboldal els6 n tagjabol 4116 poli-
nommal helyettesitjiik. Igy azt kell elddnteni, hogy milyen n-re

lesz a maradéktag abszolit értéke a (—;—t R g) intervallumban

10~%-nél kisebb:

2n+1 | 2n+1
—ntt X osti=(T S
=D (2n+1)!°°s’;§<4> Gni D
<(zTiT)'<1°”"’
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ha (2n+1)!>10% Az utdbbi egyenltlenség n=4-re mar bizto-
san igaz, mert a 2- 5=10, 3 - 4>10, 6 - 7>10, 8 - 9>10 egyen-
18tlenségekbd] kdvetkezik, hogy 9!=10% A sin x megfeleld koze-
litésére hasznalhatd, tehat az

x3 x5 X
"t T

polinom.

X

27. A feltevés szerint f(x) a helyhez tartozé Taylor-polinomja
felirhaté tigy, hogy a maradéktagban f” szerepeljen:
fla+2x)=f(a)+f(a)2x —|—f—(§ﬁ 4x?

S+ =fa)+f@x+ 52 2,

ahol &, és &, alkalmas a és a+ 2x, ill. a és a+ x kozé es§ szamok.
A kapott el8allitasok felhasznéldsaval a keresett hatarérték igy
szamithato ki:

i f(a+2x)—2j;(2a+x)+f(a)=
x=0
= li_rf}) 2f"¢ED—f"ED1=f"(a),

mert £, és &, az a-hoz tart, ha x—~a és f"(x) az a helyen folytonos.
A feladatot a L’Hospital-szabdly alkalmazasdval is megold-
hatjuk.

28. A feladat feltételei biztositjak, hogy az a helyhez tartoz6

f(x)—f(a)

x—a

kiilonbségi hanyadosra alkalmazhatjuk a L’Hospital-szabalyt:
1im 7O =@ iy SO ).
x—a x—a x—a 1 x—a
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Eredményiink azt mutatja, hogy az a helyhez tartozo kiilonbségi
hdnyadosnak van véges hatarértéke, vagyis a fiiggvény differen-
cialhaté az a helyen és derivaltja éppen lim f"(x). A derivalt

x=a

fiiggvény tehat folytonos is az a helyen.

29, Az f(x)=x3—2x2+3x—5 fiiggvény derivaltja, f'(x)=
=3x2—4x+ 3>0 minden x-re. A fiiggvény tehat végig szigoruan
monoton. névl, tehdt legfeljebb egy valdés gydke van. Mivel
f()=-3 és f(2)=1, ezért az (1, 2) intervallumban van gyoke
f(x)-nek. Alkalmazzuk a hurmoédszert:

2—1
1+3

f(1,75)=—0,5156<0, igy az (1,75; 2) intervallumra alkalmaz-
zuk Ujra a hurmodszert:

=143""2=175.

x,=1,75+0,085=1,835.
A kapott kozelités hibdja még nagyobb, mint 102, Egy Gjabb

1épéssel x;=1,84-et kapunk, ez mar 10~2-nél kisebb hibaval adja
meg a gyokot.

30. Az f(x)=2—x—Igx fiiggvény derivaltja f(x)=—1—

1
" XxIn10
fogyo, legfeljebb egy gydke van. f(1)=1=0 és f(2)= —1g 2<0,
tehat a fiiggvénynek az (1, 2) intervallumban van gyoke. f"(x)=

<0, ha x>0, azaz a fiiggvény szigoruan monoton

=>0; az 1 pontbdl indulva alkalmazzuk az érintG-

“X2In 10
modszert:
_, S
xl—l }\7(1—)—1,7

A maésodik 1épésben:
a7 1 0,0696

Py = T+ 55 = LTS

Xy= 1,7""
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f(x,)=2—1,999=10"3, m=1,2 j6, igy x, mar 10~-3-nal kisebb
hibaval adja meg a gyokot. A kovetkezd 1épésben x;=1,75557
adddik, ennek hibdja mar 10~4-nél is jéval kisebb.

31. Ha az iteraciés mddszert akarjuk alkalmazni, akkor el6-
sz0r x= @(x) alakban kell az egyenletet ugy felirnunk, hogy egy,
a gyokot tartalmazé intervallumban |g’(x)|=¢g<1 teljesiiljon
minél kisebb g-val, mert anndl gyorsabban konvergél az eljaras.
Ko6nnyl ellen8rizni, hogy az egyenletnek a (9, 10) intervallum-
ban van egyediil gyoke. Az egyenletet

3,
x=)1000—x

3.
alakban célszerfi felirni, mert ekkor a g(x)=J'1000— x fiiggvény
derivaltja

)= —— "

2
3(1000—x)3
és a (9, 10) intervallumban:
1 1
e’ =
l(p (x)l< 3_<200 q'
3V9902 -

Legyen x,=10 és szdmoljuk ki x;-et, x,-t és x5-at:

3
x,=}1000—10=9,9665,

3
x,=11000—9,9665 = 9,96666,

3
Xx3=}1000—9,9666=9,96667,

a 31. gyakorl6 feladatban kapott hibabecslés szerint x;-nak a
gyoktdl vald eltérése mar kisebb 10—4-nél.
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V.VEGTELEN SOROK ES SZORZATOK

1. A konvergens sor definicidja;
egyszeriibb konvergenciakritériumok

Mir az 1. fejezetben taldlkoztunk olyan sorozatokkal, amelyek-
nek n-edik tagja egy n tagl Osszeg. Az ilyen konvergens soroza-
tok hatarértékét sok esetben célszerii Gigy tekinteni, mint egy
,végtelen Osszeg” értékét. Bevezetjilk a kovetkezS definicidt:
egy (a,) sorozat tagjait + jellel 6sszekapcsolva egy

O Y a,=apta+...+a,+...

n=0

végtelen sort kapunk. Az
Sn=ao+ e +a,,_1

definiciéval megadott sorozatot az (1) végtelen sor részletdssze-
gei sorozatanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az (1) végtelen
sor konvergens, amennyiben a részletdsszegek sorozata konver-
gens és ha lim s,=s, akkor s-et a végtelen sor 6sszegének nevez-

n— oo

ziik és ezt igy is jeloljik:

=Y a,
n=0

Ha a részletdsszegek sorozata divergens, akkor azt mondjuk,
hogy az (1) végtelen sor is divergens.
Példaul az

1 1 1

Ltstast o totee

végtelen sor konvergens, mert az
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1 1
=1
Sp +2+ +2n_

sorozat konvergens és Osszege s=2= lim s,. Az L. fejezet 5.
n o

pontja szerint minden

0, aqa,...a, .., 0=qa,=9

végtelen tizedes tort is tekinthet§ egy végtelen sor Gsszegének:
al

0,
aa,...a, =10 102+ +10n_....

Gyakorl6 feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a kdvetkezé sorok konvergensek és szamitsuk
ki Osszegiiket:

1 1 1

1
a) ——F——t ot b+
1-3 3.5 57" QD@+ D)

b) 1+g+@+ ... +q"+..., lgl<1;

g 1
[4 In{l——};
) nEZ ( ! 12>

@) ¥ Vni2-2nii+Vu).

n=1
Megoldas :

a) Az s, részletdsszeg zirt alakra hozasdhoz hasznaljuk fel a kdvetkezd
osszefuggest

1 _l 1 1
(2)1-—1)(2n+1)_2 2n—1 2n+1)°

Az n-edik részletdsszeget igy irhatjuk fel:

5_1 . 1+1 1+ . 1 1
"2 335 77 on—1 2n+1)
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A sor konvergens és Osszege :

. i 1 1 1 1
=lims=lim-{1——— |==.
SEMM = AN\ T2 ) T2
b) Ez a feladat lényegében az I. fejezet 23. feladatdval azonos. Ott iga-
zoltuk, hogy
1
lim 1+g+...+¢)=—-,
n=o I-¢q
ha |g]<1, tehdt a sor konvergens és
5 1
I+g+q°+...+4"+...=—.
I-¢g
c) Az 1. fejezet 71. feladatdban vizsgaltuk a sor n-edik részletdsszegét
és igazoltuk, hogy

" 1
lim ) In (1-—7(-2>=—ln 2.

n—*cc k=2

d) Ezt a feladatot az I. fejezet 34. d) feladatdban oldottuk meg:
Y nt2-2Vnt1+Vm=1-V2
n=1

2. Igazoljuk a sorokra vonatkozd Cauchy-féle konvergencia kritériumot :

oo

egy Z a, sor akkor és csak akkor konvergens, ha minden £>0-hoz van
n=1

olyan N(e), hogy ha n>N, akkor tetszélegss k természetes szimra

k
Z_lan-i-l

Megoldds :

<é€.

Az 1. fejezet 53. feladataban igazoltuk a sorozatokra vonatkozd Cauchy-
oo n
féle konvergencia kritériumot. E szerint a z a, sor s,= ) a;részletdssze-
n=1 =1
geinek sorozata akkor és csak akkor konvergens, ha tetsz6leges >0 szdm-
hoz van olyan N index, hogy ha n=N és k€T, akkor

332

l‘s‘n‘l~k_‘s‘n[= Ay |- =&

™=~

1

3. Igazoljuk, hogy a Z a, sor konvergencidjanak sziikséges, de nem
n=1

elégséges feltétele, hogy a,~0.

Megoldds :

=3

Az el6z6 feladatbol kovetkezik, hogy ha a Z a,, sor konvergens, akkor
n=1

tetszéleges £>0-hoz van olyan &V, hogy ha n> N, akker

1
Z 441 =lan+1’<6’
=1

ami azt jelenti, hogy lim a,=0. Ugyanakkor a,—0-bol még nem kivetkezik,
n-reo

hogy a Z a, sor konvergens, mert példaul a
n=1

D1
BN

1

n
sor n-edik részletosszege + «-hez tart (I. fejezet 19. feladat), tehat a sor

1
divergens, bar ——0, ha n— .
n

Sok esetben egy nemnegativ tag sorrdl kell eldonteniink,
hogy konvergens-e vagy nem. Tegyiik fel, hogy minden » termé-

oo n
szetes szamra a,=0. Ekkor a ) a,sor s,= Ya (Tészletdsszegei-
k=1

n=1
b6l 4ll6 sorozat monoton névd, igy vagy konvergens, vagy
s, = + . Ez az észrevétel egy j6l hasznilhatd konvergenciakri-
tériumot szolgaltat: tegyiik fel, hogy 0=a,=b, minden né€T-re

fenndll. Ekkor, ha a )’ b, sor konvergens, akkor a ¥ a, sor

n=1 n=1
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is konvergens, (majordns kritérium), ha pediga Y. a,sor diver-

n=1

gens, akkor a ), b, sor is divergens (minordns kritérium).
n=1

Gyakorl6 feladatok

4. Igazoljuk a majorans és a minoradns kritériumot.

Megolds :
Jeloljiik s,-nel a Z a, sor n-edik részletdsszegét, #,-nel pedig a 2 b, sor
n=1 n=1
n-edik részletdsszegét. A feltételekbSl kovetkezik, hogy minden n€T-re
s, =t éss, is, t, is monoton névé. Ha z b, konvergens és Osszege 1, akkor
n=1
a t,=t egyenlGtlenség miatt s, =1 is igaz, tehdt (s,) monoton ndvé korlatos
sorozat, igy konvergens és lim s5,=t. Az is kideriilt, hogy ebben az esetben
n—oo

még a

uMs

egyenlGtlenség is fennall.

Tegyiik fel, hogy a Z a, sor divergens. Ekkor — az el6zok szerint —
n=1
a sor n-edik részletosszege, s, + <, tehdt £, -~ 4 « is fenndll, ami azt jelenti,

hogy a Y. b, sor is divergens.
n=1
5. Igazoljuk, hogy a
=1

a
n=11

un. hiperharmonikus sor 0=a=1 esetén divergens, a>1 esetén pedig kon-
vergens.
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Megoldds :

1 1 1
Ha 0=a=1, akkor —-=—, mivel a Z - sor divergens, ezért a
ne n=1" w1

sor is divergens. Az a>1 esctben elég 1gazolm hogy a sor (s,) reszletosszegel
sorozatdnak (syx_) alaku részsorozata korlatos, mert (s) monoton nové
sorozat. Az sy értéket a kdvetkez6 moédon becsulJuk feliilrsl:

1 1 1 l 1 1 1
ot wtstets:) ot
+ ————1 + +———1
.o -
(zk - l)a (zk)a -1

1 1 1
142 —+4. — 42kt =
= 2a 4a+ (2k—1)a

1 1 1 2¢
2a—l+ (za—1)2+ -t (za—l)k—l_zza_z :

Eredményiink azt is mutatja, hogy

oo

=1+

=1 2@
FleZ
g n* 292

hla oc_zl. Erdemes megjegyezni, hogy az 1. fejezet 75. feladatdnak eredménye
alapjan:

°°1n2

"lnz 6"

6. Vizsgaljuk meg, hogy a kivetkezd sorok konvergensek-e :

o X
b) Ztg4—:;

S [ 1+n2\2
c) n; <1+n3> ;

d Y
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Megoldas :

a) Ha n>1, akkor fennall a kovetkezd egyenlétlenség :

1 1
—_—— .
n! nn-1)

Az 1. fejezet 34.e) feladata szerint pedig a

oo

1
A= n(n—1)

sor konvergens, tehdt a majorans kritérium szerint a

l —

ek

=

| n!

sor is konvergens.

L
b) Hasznéljuk fel a 0<ac<i-ben érvényes

tga=>a

egyenlStlenséget. Ennek alapjan

T

7
tg—>—,
g4n 4n

tehata

MM s

T
4

oo

dlvergens sor minorans sora a Z tg :‘— sornak ezért ez is dlvergens.
n

n=1

¢) Itt példaul a kovetkezs becslést alkalmazhatjuk:

1+2 2

T+ o
tehat a

> 4
336

konvergens sor majorans sora a

S [1+72)\2
,,Z] (l—%—n’)

sornak, tehat ez is konvergens.

d) Hasznéljuk fel az x>0-ra érvényes In (1 + x) <x egyenl6tlenséget :

1 n+l 1 2 2
ln-——————ln <1+—— -

A kapott majorans sor:

2 —
n=2

(n— 1)2

az el6z6 gyakorlat szerint konvergens, tehat az eredeti sor is konvergens.

7. Igazoljuk, hogy ha a Z la,| sor konvergens, akkor a Z a, sor is
n=1 n=1
konvergens. Igaz-e az 4llitds megforditasa ?

Megoldds :

Alkalmazzuk a 2. gyakorl6 feladatban igazolt Cauchy-kritériumot. Le-

gyen >0 tetszGleges adott szim és a Z la,| sorra keresiink az adott e-hoz
n=1
alkalmas N indexet, amellyel minden n>N-re és tetszdleges k-ra

IZ Ian+ Il

1,§ G| = ZI s
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egyenl6tlenség miatt a Cauchy-kritérium a Z a, sorra is teljesiil, tehat a
n=1
sor konvergens.

Az allitas megforditdsa nem igaz, mert példaul a

sor konvergens és Osszege In 2 (I. fejezet 72. feladat), mig a sor tagjainak
abszolat értékeibdl allo

—1)" -1

agl]
S -

n=1

sor divergens.

Ha a ) a, sor tagjainak abszolut értékeibdl allo z |a,| sor
n=1

konvergens, akkor azt mondjuk, hogy a sor abszolut konvergens.
Ha a sor tagjainak abszolit értékeibdl 4ll6 sor divergens, de az
eredeti sor konvergens, akkor a sorrdl azt mondjuk, hogy fel-
tételesen konvergens. Az el5zG8, 7. gyakorld feladat eredménye
szerint egy abszolut konvergens sor konvergens is.

A kovetkezS két gyakorld feladatban sorok abszoliit konver-
gencidjanak vizsgalatdban jol hasznosithaté kritériumokat fo-
gunk igazolni az On. hdnyados- és gyokkritériumot.

Gyakorlé feladatok
8. Igazoljuk, hogy ha

G+1

a,

lim

n—>oco

=a<l,

akkora Z a, sor abszolut konvergens, ha pedig valamilyen ng indexre igaz,
n=1
hogy n=ngra

A+1

a,

=1,
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-
akkora ). a, sor divergens.
n=1

Megoldas :

1+a .
Jeldljink g-val egy « és 1 k6zotti szdmot, legyen példaul q=—2—. Mivel
4+ “ntl A+ “nt+1

a,

—a<q, van olyan n, index, hogy ha n=n;, akkor <gq, azaz

n

la, +11<le,lg. Alkalmazzuk a kapott egyenlStlenséget sorra az n=ng, ny+1,
<o ngtk, ... esetekre:
la 0+1| <la,lq,
la °+o|<l o+1ld<la, qu’

|an0+ kl < (a,,olqk,

Azt kaptuk tehat, hogy a

no—1

)] Z la|+Z |,

sor majoransa sora a

@ Y lal
n=1
sornak. A (2) sor nyilvan konvergens, hiszen a mdsodik 6sszeg olyan mér-

tani sor, ahol 0<g<1, igy a (3) sor is konvergens, tehat a z a, sor abszolut
n=1
konvergens.

A mésodik allitas igazoldsihoz elég megmutatni, hogy nem teljesiil az
la,| >0 feltétel, ami sziikséges feltétele a konvergencidnak. A feltételbdl
kovetkezik, hogy

Ian+1| Elanl:
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ba n=ny. Alkalmazzuk az egyenlGtlenséget az n=ny, ..., ny+k, ... ese-
tekre. Azt kapjuk, hogy

'ano+klélan [=0

tetszbleges k természetes szdmra. Ebbdl kdvetkezik, hogy az a,—~0 sziik-
séges feltétel nem teljesiil, tehat a sor divergens.

o -

9. Tegyiik fel, hogy lim Y |a,| =a<1. Mutassuk meg, hogy ekkor a 2 a,
n—reo n____ n=1

sor abszolit konvergens. Ha pedig végtelen sok n-re Vlanl =1, akkor a

<

Y a, sor divergens.

n=1
Megoldds :
b (JP—
Legyen g egy a és 1 kozotti szam. A lim Vla"l=a<q feltételbbl kovet-
n—too
kezik, hogy van olyan n, index, amelyre n=n, esetén:
n
Vial<gq,
azaz
la,|<q"
A
ny—1
> lal+ ) g
n=1 n=n,

oo oo

konvergens sor majordns sora a Y. |a,| sornak, igy a . a, sor abszolut
n=1 n=1

konvergens.

Ha végtelen sok n-re V]—(;;i =1 igaz, akkor végtelen sok n-re la | =1, tehdt

oo

a,+-0,azaza Y, a, sor divergens.

n=1

10. Dontsiik el, hogy kovetkez6 sorok koziil melyek konvergensek, me-
lyek divergensek:

= R
@) ¥

=\
nl(2+_>
n
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= a'n!
b) Y ——, arbezitett szdm;
n=1 n

= (n)?
n=1 (E'—)—' )
Megoldds :
a) Alkalmazzuk a gy6kkritériumot:
S S n__
. L =15<1.

n>oo 1\" poe 1
24— 24—
n n

teh4t a 9. gyakorl6 feladat szerint a sor konvergens.

b) 1tt a hdnyadoskritériumot célszer(i alkalmazni. Ha a=0, akkor a sor
nyilvdn konvergens; ha a=0,

A GRS V| G lal lal
lim . =

lim —
nee  (HDL aln! L 1\* e
1+

tehat |a] <e esetben a sor konvergens, |al>e esetben a sor divergens. Az
la]=e esetben a sor n+ 1-edik és n-edik tagjanak hanyadosa abszolit érték-
ben:

1\" .
mert (1 +—> monoton ndve tart e-hez, tehit a sor divergens.
n

¢) A hanyadoskritérium alkalmazaséval érhetiink célhoz:

(r+1H2 @n)! . 1 n+l
m———— ——=1lim - ——
Q@n+2)! () .2 2n+1

n—co

1
z ’
tehat a sor konvergens.
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Feladatok

1. Mutassuk meg, hogy a kovetkez8 sorok konvergensek €s
szamitsuk ki Osszegiiket:

a) o 27+3"

S v

5 % G

c) n; In cos%; 0<x<7§;
d) nglélztg%; 0<x<g-;

2. Legyen a,=0 és ) a, konvergens sor. Igazoljuk, hogy
n=1

M

a? is konvergens. Igaz-¢ az 4llit4s megforditisa?

n=1

3. Igazoljuk, hogy haa ) a,sorésa Y b, sor konvergens,
n=1 n=1

a,, b,=0, akkor a ) a,b,sorésa Y (a,+b,)? sor is konver-
n=1 n=1

gens.

4. Legyen a, egy monoton fogyd, 0-hoz tart6 sorozat. Igazol-
uk, hogy a

Z (_ l)n—-la”
n=1

sor konvergens és a sor Osszegének az n-edik részletosszegtdi
valé eltérése a, . -nél nem nagyobb (Leibniz-kritérium).
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5. Dontsiik el, hogy a kovetkez8 sorok koziil melyik konver-
gens, melyik divergens:

- h
) ¥
n=1 en
Sh—=1 1
b) ,,Z‘,(——l) n+1liwo °
Vn
e nln?n
¢) ,,;1+n3ln4n’
o 1
YA
n= n1+;
_n=1
o n2+l
e) Y e .
n=1

6. Allapitsuk meg, hogy a kovetkez8 sorok milyen q, ill. «
értékre konvergensek:

a)il;

n=1 alnn

b) i E——

o El=() T
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e) Z Fsm—
« |1

f) o
n=2nIn"n

2. Abszoliit és feltételesen konvergens sorok tulajdonsigat;
miiveletek konvergens sorokkal

A konvergens végtelen sorok a véges Osszegek éltaldnositasanak
tekinthet8k. Erdemes megvizsgalni, hogy a véges 6sszegek szo-
kasos tulajdonsigai érvényben maradnak-e végtelen sorokra.
ElBsz6r a kommutativitds érvényességét vizsgaljuk meg.

A véltakozé elGjelii harmonikus sorrdl lattuk, hogy konver-
gens (I. fejezet 72. feladat) és

111 (=11

@ 1 §+ §—Z+ e
Cseréljiik fel a sorban a tagok sorrendjét ugy, hogy egy pozitiv
tag utdn két negativ tag kovetkezzen, azaz vizsgiljuk az

——+t...=In2.

111111 1 1

5 S T T S
) I=5—3+t375 st 5 0 >t

r

sor 0sszegét. A sor s, alakl részletdsszegei igy irhatdk fel:

1 1 11 1 1 1 1
San= (1‘§>‘z+ <§‘3)‘§+ <§‘m>‘ﬁ+-~-+

YRS T Y

2n—1 4n—-2) 4n~

1111 1 1 1 1
=273t T8t T T
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A (4) sszefiiggés felhaszndldsaval adédik, hogy

. 1

lim s;,== .

lim s, 2ln 2

Mivel az (5) sor s3,, €s s3,,., alakl részletosszegei s;,-t81 csak
0-hoz tartd tagokban kiilonbdznek, ezért ezek hatarértéke is és

.1 . .
igy a sor Osszege 1s 3 In 2. Péld4nk azt mutatja, hogy a végtelen

sorokra dltaldban nem érvényes a kommutativitds, tehat nem cse-
rélhet§ fel a sor tagjainak sorrendje. A kovetkezd gyakorlo fel-
adatokban ezt a kérdést részletesebben is megvizsgaljuk.

Gyakorlé feladatok

11. Igazoljuk, hogy ha a Z a, sor abszolut konvergens, és a z b, sort
n=1 n=1

oo oo

a Z a, sor tagjainak felcserélésével kapjuk, akkor a z b, sor is konver-
n=1 n=1

o

gens és Osszege megegyezik a Z a, sor Osszegével.
n=1

Megoldds :

Jelolje s, az a, sor n-edik részletdsszegét, s pedig a sor Osszegét és
n=1

legyen o, a Z b, sor n-edik részletosszege. Azt akarjuk igazolni, hogy
n=1
lim g,=s. Ehhez s és o, eltérését kell vizsgdlni, amit a kdvetkezs egyenldt-

n—*co
lenséggel tudunk becsiilni:

©) lo,—sl=lo,—sl+Is—sl,

ahol & tetszGleges lehet.

Adjunk meg egy ¢>0 szdmot és mutassuk meg, hogy alkalmas n;-nél
nagyobb n-ekre és elég nagy k-ra a (6) egyenlStlenség jobb oldalanak mind-
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€
két tagja 3 -nél kisebb. Az elsd tag becslésekor fogjuk felhasznalni, hogy a

b e
Z a, sor abszolut konvergens. Az adott 3 -hez keressiink olyan #, indexet,
n=1
d €
hogy n>n,-re és tetszbleges p-re Z 1@, + ,|<5 mdr teljesiiljon és valasszuk
I=1

n-et ugy, hogy o,-ben az Gsszes olyan a, szerepeljen, amelyre k=n,. Ezt
megtehetjiik, mert a Z b, sor tagjai kozott az Osszes a, eléfordul. Ezutdn
n=1

vélasszuk k-t olyan nagyra, hogy n-nél nagyobb legyen és a (6) egyenlGtlen-
e
ség jobb oldalanak masodik tagja 3 -nél kisebb legyen. Ezt is megtehetjiik,

mert s, 5. A (6) egyenl6tlenség jobb oldaldnak els tagjat most igy becsiil-
hetjiik :

m

. &

lo,—s, =) 1y 4 1<
=1

ahol m=k—n;, mivel a kiilonbségben csak n-nél nagyobb indexd tagok

maradhattak (nyilvin minden n;-nél nagyobb n is j6). EbbSl mar adédik
az allitas.

o

12. Legyen a Z a, sor feltételesen konvergens. Igazoljuk, hogy az a,
n=1
szémo.k_ kbzéltt végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ elgjeldi van,
a pozitiv elGjell tagokbol alkotott sor részletdsszegei + «-hez, a negativ
elgjelii tagokbol alkotott sor részletdsszegei pedig — o-hez tartanak.

Megoldas :

|Ha példdul csak véges sok negativ eldjel(i tagja volna a sornak, akkor
ezeket elhagyva a kapott sor nem csak konvergens, de abszolit konvergens
is lenne, ekkor viszont az eredeti sor is abszolut konvergens volna, ellen-
tétben a feltevéssel. Hasonloan adodik, hogy végtelen sok pozitiv elgjeli
tagja van a sornak.

oo

Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy a Z a, sor pozitiv elgjell tag-

n=|

_jaibol 4l16 sor konvergens. A Z 4, sor 5 részletosszegét irjuk fel =4~
n=1
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alakban, ahol g, az s,-ban el6fordulo pozitiv tagok Osszege, r, pedig a nega-
tiv tagok ellentettjeinek dsszege. A feltevés szerint ag Sorozat is konvergens,
(hiszen ez legfeljebb abban kiilonbozik a pozitiv elGjeld tagokbol 4ll6 sor
részletdsszegeinek sorozatdtdl, hogy ugyanaz a részletOsszeg tobbszor is
szerepelhet g, elemei koz6tt), de akkor az ry is konvergens, amibél az kdvet-

kezik, hogy a 0, =g, +r, sorozat is konvergens, ez pedig a Z la,| sorrészlet-
n=1

dsszegeinek sorozata. Ellentmonddshoz jutottunk, tehat a pozitiv elgjelil

tagokbol all6 sor divergens, ez nyilvan azt jelenti, hogy a részletdsszegeibdl

allo sorozat + «-hez tart. Hasonloan lithato be az allitds mdsik része.

13. Legyen Z a, egy feltételesen konvergens sor. Tgazoljuk, hogy a sor
n=1

atrendezhetd gy, hogy a sor Osszege egy tetszbleges elére adott szdm le-
gyen, atrendezhetd tovabba gy is, hogy a sor divergens legyen (Riemann
tétele).

Megoldas :

Jeloljik (pk)-val, ill. (nk)-val az (a,) sorozat pozitiv tagjainak, ill. negativ

elgjeld tagjai ellentettjeinek részsorozatat. Tudjuk az el6z6, 12. gyakorld
n n
feladatbol, hogy mindkett6 végtelen sorozat, a f,= Z Py éss,= z n, soro-
k=1 k=1

oo

zatok + e-hez tartanak, lim p= lim nk=0, mivel a Z a, sor konvergens.

ko k= o> n=1

Legyen s egy tetszGleges, adott szam. Vizsgaljuk ezt az esetet, amikor s>0.
Vegyiink a p, sorozat tagjai koziil annyit, hogy 6sszegiik éppen tilnGjon
s-en, azaz legyen /; olyan index, hogy pi+p,+ ... +p,— =5, py+...+
+p;,>s teljeslil (ezt megtehetjik, mert 7,—~+ «). Ezutan legyen /, olyan
index, hogy

pl+...+p,’—nl—... —n,z__xzs,
pt.Apy =m0 <s

teljesiil (ez is elérhetd, mert s, + ). Ezutdn Ujra a p,, sorozatbol vegyiink
annyit, hogy az 8sszeg éppen tiln6jon s-en, majd az n, sorozattal folytassuk

o

az eljarast. Az eljarast vég nélkiil folytatva a Z a, sor egy atrendezését
n=1
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kapjuk és a konstrukciobol vildgos, hogy a sor Osszege s lesz (n;, -0, p;, -0
miatt az egyes lépésekben kapott 6sszegeknek s-t61 vald eltérése 0-hoz tart).
Hasonléan jarhatunk el akkor is, ha s=0.

Mutassuk még meg, hogy a sor divergenssé is atrendezhetd. Egy dtren-
dezést példaul igy adhatunk meg: az el6z6 konstrukcidban elészor a p,
sorozatnak annyi elemét vessziik, hogy az Osszegiik 1-nél nagyobb legyen,
majd annyi m,-belit vonunk le ebbdl, hogy a kapott érték 0-nal kisebb
legyen. Ezutan megint 1 f61é megyiink, majd O ald stb. A kapott 4trendezés
nyilvan divergens lesz.

A véges sok tagbdl 4ll6 Osszegekre érvényes asszociativitdsi
torvény érvényességének problémait a feladatokban fogjuk meg-
vizsgalni.

A disztributiv tulajdonsag megfelel§jét egyszerii formaban igy

fogalmazhatjuk meg: ha ), a, konvergens sor, amelynek &sz-
n=1

szege s, és v tetsz8leges valés szdm, akkor ), va, is konvergens
n=1

és Osszege vs, azaz konvergens sorokra fenndll a kovetkezd

egyenlGség:

va,.
1

M o3 a=

D 8

A (7) egyenl8ség igazolasdhoz csak azt kell megjegyezni, hogy ha

S,= 2, d, akkor nyilvan igaz a v lim s,= lim vs, egyenl8ség.

k=1 n—r o n— o

A végtelen sorok korében a disztributivitdsnak egy 4ltaldno-
sabb formajat is vizsgalhatjuk: két konvergens végtelen sor
szorzatdrdl milyen esetben igaz, hogy konvergens lesz.

Két végtelen sor ) a, és Y. b, szorzatat ugy értjiik itt, hogy
n=1 n=1 .
minden tagot minden taggal megszorzunk, azaz képezziik az

Osszes ayb; alakt tagok szorzatat, amelyeket a kovetkez§ sémaé-
ban foglalhatunk ossze:
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ab, ab,, ..., ab,
aby, ab,, ..., ab,

ab;, ab, ..., apb,

Az igy kapott tagokat valamilyen sorrendben 6ssze kell adni.
Riemann tétele miatt nem mindegy, hogy milyen sorrendet va-
lasztunk.

Itt az egyik leggyakrabban alkalmazott szorzasi szabéllyal, az

o

Un. Cauchy-féle szorzéssal foglalkozunk. A Y a,és Y b, vég-
n=1 n=1

telen sorok Cauchy-szorzatdnak nevezziik a

Y. (ab,+asb,_+...+a, b,+a,b,)

n=1

végtelen sort, amit tigy kapunk, hogy a fenti séméaban 4116 eleme-
ket atlésan Osszeadjuk. A kovetkez8 gyakorld feladatban egy
elégséges feltételt adunk meg a Cauchy-szorzat konvergencia-
jara.

Gyakorl6 feladat

14. Igazoljuk, hogy ha a Z a, sor abszolit konvergens és a Z b, sor
n=1 n=1

konvergens, akkor a két sor Cauchy-szorzata is konvergens és értéke a két
sor Osszegének szorzata (Mertens tétele).

Megoldds :

o

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: s=Y. a,, a=Y. la,, =Y. b,
n=1 n=1 n=1

Sn-_‘—

W=

n
ap, t,=Y" b, és végil
1 k=1
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g,= i (@b +ashyy+ - - -+ @1y +aby).
Azt kell iga’z:l;unk, hogy lim g,=st; ehhez o, és st eltérését kell megbecsiil-
niink. Ezt a kdvetkez6 eg;gl;iétlenség felhasznalasaval végezhetjiik el:
®) lo,—stl=lo,—s,t,| + s, 1, —stl.
A (8) egyenl6tlenség jobb oldaldnak mésodik tagja tetszGlegesen kic§i, ha
n elég nagy, igy azt kell csak megmutatnunk, hogy az els6 tag is tetsz8lege-

sen kicsivé valik, ha n elég nagy. A o,—s,t, kiilonbség tagjait a kovetkez&
sémén vastag betiikkel irtuk :

aybyy aybyy o .vs aib,_y, arb,, ..
ashy, @by, oo.y @b, _ys @shys ...
azby, ashyy .., azh,_q, azb,, ...
Qy_1b1y Gy1boy ey @y_3by_1, @y 1B, ...

aby, abyy «oey ab,_y, ab,, ...
B R D R ces

Lathato, hogy a o, — s,t, kiilonbségben szerepld a;b J alaku tagokra i+j=
=n+2 4ll fenn. Ez azt jelenti, hogy ha n-et elég nagyra valasztjuk, akkor i
és j koziil legalabb az egyik elég nagy; ezt fogjuk felhaszndlni a kiilonbség
becslésekor. Legyen £>0 tetszdleges, elére adott szdm és n; olyan index,

amire igaz, hogy ha i>n, akkor |b;|<e (mivel z b, konvergens, 5,0,
n=1

ha n—»m) . Fennall tovabba az is, hogy ha k tetszlleges szam, akkor

3 oo
Z 1@+ <€ (mivel Z a, abszolut konvergens, ez is elérheté) . Legyen
=1 n=1
K=>0 olyan szdm, hogy minden i-re |b;| <K teljesiiljon (b;~0 mia_@t.'van
ilyen K szam). Ha még n=2n, ezzel biztositjuk, hogy a g, —s,#, kiilonb-

350

ségbeq csak quan ab ; alal_(xi tagok szerepelnek, ahol i és j koziil legaldbb
az egyik ny-ndl nagyobb, hiszen i+ j>2n,. Az el6z3ek alapjan a kiilonbség
abszolut értékére a kivetkezd becslést adhatjuk :

lo,=stl= Y, lallbjl+ Y. layllb;l=
i=no no<i=n
<j=n j=n

se) lgl+K Y lajl<ea+Ke=e(a+K),

i=no no<i=n
€s e(a+K) tetszdleges eldre adott szamnad iis kisebb, ha ¢ elég kicsi, azaz
n elég nagy. Az n indexet nyilvdn megvalaszthatjuk tigy, hogy a (8) egyen-

16tlenség jobb oldaldnak mindkét tagja kicsi legyen, tehat az 6sszegiik egy
elére adott szamnal is kisebb legyen. Ezzel az allitast igazoltuk.

Feladatok
7. Igazoljuk, hogy az

111 (1)1
1~5tg—gt-

sor atrendezésével ad6dé

+...=In2

11111
32 57 4

sor is konvergens, szdmitsuk ki az 6sszegét.

1+ +...

8. Igazoljuk, hogy egy konvergens sorban akdrhova zaréjele-
ket iktathatunk be, ezzel nem valtozik a sor Ssszege, azaz pon-
tosabban, ha 1=n;<n,<...<n,<... tetszBleges természetes

szdmokbol 4ll6 sorozat, akkor, amennyiben Z a, konvergens,
n=1
fennall a

k=1\ n=m

egyenlGség. Igaz-e az 4llitds megforditdsa?
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* 9. Tegyiik fel, hogy a Y b, sor konvergens és az (a,) soro-
n=1

zat monoton &s korlatos. Igazoljuk, hogy ekkor a

oo

Z anbn

n=1

sor konvergens (Abel-kritérium).

% 10.A Y a,és Y b, sorok négyzetes szorzatinak pevez-

n=1 n=1

ziik a
¥ (ab,+asb,+ ... +ab,tab, 1+ ... +ab+asby)
n=1

végtelen sort. (Az a.b, alaki elemeket tartalmazg') séma n-e:d1k
sordnak és oszlopanak els6 n elemét adtuk Gssze itt.) Igaz’olg}lk,
hogy konvergens sorok négyzetes szorzata 1s konvergens €s 0sz-
szege a tényez8k Osszegének szorzata.

11. Szamitsuk ki a
Z _!... és Z i

!
n=0n! n=0 N+

sorok Cauchy-szorzatat.

12. Igazoljuk, hogy az

= /3\" | = (3 n—1 n 1
1— ;1<§> €S 1+n;1(§> <2 + 2n+l>

sorok divergensek, és Cauchy-szorzatuk ennek ellenére konver-
gens.

13. Igazoljuk, hogy a
S (=
2

=1 Yn
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sor konvergens és 6nmagaval valé Cauchy-szorzata, azaz a sor
négyzete divergens.

% 14. Mutassuk meg, hogy abszolut konvergens sorok Cauchy-

szorzata is abszoldt konvergens (a 14. gyakorlé feladatot alkal-
mazzuk).

%15, Igazoljuk, hogy haa ) a,és ) b, sorok abszolit kon-
n=1 n=1

vergensek, akkor az a;b; alaki tagokbdl tetszSleges sorrendben
képezett végtelen sor, ahol i ésj egymastol fiiggetleniil befutjdk a
természetes szamokat, abszolut konvergens.

3. Hatvanysorok és tulajdonsagaik

A Y a,x"alaku végtelen sort, ahol (a,) tetsz8leges szamsorozat,
n=0

0

hatvdanysornak nevezzitk. A ) x" sor példdul hatvanysor, amely

n=0

. . 1 .
|x| < 1-re konvergens és az Osszege =%’ tehét:

Zx"=f—l—x, ha jxl<l.
n=0 -

Azoknak az x valés szamoknak a halmazit, amelyekre a
©® X ax
n=0

hatvanysor konvergens, a (9) hatvanysor konvergenciatartomd-
nydnak nevezziik. Az x=0 nyilvin minden (9) alakt hatvanysor
konvergenciatartoméanyahoz hozzatartozik, hiszen x=0-ra (9)-
bl ag-at kapunk. A kovetkezd gyakorld feladatokban megmu-
tatjuk, hogy minden (9) alaku hatvinysor konvergenciatarto-
méanya vagy a 0 hely, vagy egy véges, O-ra szimmetrikus inter-
vallum, amelyhez egyik vagy mindkét végpont hozzitartozhat,
vagy a (— eo, + o) intervallum.
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Gyakorlo feladatok

15. Igazoljuk, hogy ha a (9) hatvanysor egy x,= 0 helyen konvergens,
akkor minden olyan x-re, amelyre |x|<]x,| abszolut konvergens.

Megoldas :
Alkalmazzuk a majordns kritériumot. Mivel a z a,,xg sor konvergens,
n=0
van olyan K szam, hogy Ia,,xgléK minden n-re. A z la,| |x|" sorhoz kon-
n=0
X
vergens majorans sort keresiink. Mivel |x|< |xl, ]—‘<1, az
X
0

xn

x|? !
= §K!—|
X

la,l1xI"=la,| x| QXO

becsléssel kapott

xn

X0

3 K
n=0

sor konvergens, tehdt a Z a,x" sor abszollt konvergens.
n=0

16. Igazoljuk, hogy a (9) alakd hatvanysor konvergenciatartomanya
vagy csak a 0 hely, vagy egy véges, a O-ra szimmetrikus intervallum, amely-
hez egyik, vagy mindkét végpont hozzdtartozhat, vagy a (— e, + <) inter-
vallum. (A konvergenciaintervallum hosszanak felét konvergenciasugdrnak
is nevezik ; a (— =, + ) esetben azt mondjuk, hogy a konvergenciasugar
végtelen.)

Megoldds :

A (9) alakd sorr6l mar lattuk, hogy x=0-ra konvergens. Tegyiik fel,
hogy van olyan x= 0 is, amire a sor konvergens, és legyen H azoknak az
|x| szamoknak a halmaza, amelyekre a (9) sor az x helyen konvergens.
Ha H feliilr61 nem korlatos, akkor az el6z6, 15. gyakorlé feladat szerint a
(9) sor tetsz6leges x-re abszolut konvergens, mert a feltevés szerint tetszo-
leges x-hez van olyan x,, hogy [x|<Ixyl| és |xgl€H, azaz az x, helyen a
(9) sor konvergens. Ez azt jelenti, hogy a hatvdnysor konvergenciatarto-
manya a (— e, + «) intervallum, és mindeniitt abszolit konvergens is a sor.

Vizsgéljuk azt az esetet, amikor a H feliilr4] korlatos. Legyen » a H felsd
hatéra; a feltevés szerint »>0. Megmutatjuk, hogy a (9) sor (—r, r)-ben
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abszolut konvergens, ha pedig |x|>r, akkor diver
1t ke ens, y gens. Ha |x|<r, a

r deﬁ;ncnqa szerint van olyan xg, hogy [x,l€H és |xl<|xoil<lr, amz(l;(;
jelenti, hogy az xq helyen (9) konvergens, tehit a 15. gyakorl6 feladat sze-
rint az x helyen (9) gbszolﬁt konvergens. Ha |x|>r, akkor Ix] ¢ H, tehat
az x helyen’a (9) sor divergens. A (9) hatvanysor tehat mindenesetre ( Zr r-
ben abszolut konvergens, a konvergenciatartomanya pedig (~r, r, [—r’ r.
(=r, 7], [-r, r,] lehet. Hogy a négy eset koziil éppen melyik all fenn ’azi
minden konkret'hatvénysor esetében kiilon kell megvizsgalni. (Mint a’ ko-
vetkez8 gyakorlé feladat mutatja, mindegyik eset el is fordul.)

nyélt7'. Hatdrozzuk meg a kévetkezd hatvanysorok konvergenciatartoma-

a) Y (1+1) x";

n=1 n
b) Z nix";
n=0

C)Z X"

noy n(n+2)°

o X"

n=0 n! ’

d)

o (=1-!

n

e) x";

n=1

— Inn
f) —x"

n=1 N

Megoldds :

a) A gydkkritériummal vizsgalhatjuk az abszolut konvergenciat:
n

nlixz l/ (1+;)n']xl”=lim (l+é)nlxl=lxle,

n—rc
1
tehat |xl<; esetén a hatvanysor abszohit konvergens, |x|>- esetén pedig
e

divergens. A konvergenciatartomény megallapitdsdhoz még a -_i-l helyeket
kell megnézni. A ¢
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= 1\ 1
i+-) =
ngl( n) e”

sor konvergencidjdnak vizsgdlatdhoz hasznaljuk fel a III. fejezet 18. fel-
adotaban bizonyitott

l n
14=
2n + n 2n+1

2n+1 e 2n+2

egyenl6tlenséget. Ebbdl kovetkezik, hogy

10) 2 \_ (] 21 (2n+1\”
— | < -} - —=< :
( 2n+1 n en 2n+2

Mivel

n
2n \" I‘ 1 )2“’] nel g
lim =lim 1-—— =—
oo (2n+1> n—voo ( 2n+1 Ve_
n
2n+1\" 1 >2"+2:|2"+2 1
lim =lim 1- =
nreo (Zn+2 oo 2n+2 Ve

ezért a (10) egyenlGtlenségbdl a ,,rendérszabaly” alapjén:

. Y 11
lim (1+-) *+—==—,
e n e Ve

vagyis a sor n-edik tagja nem tart 0-hoz, tehat a sor divergens. Ebbdl nyil-

€s

1 .
véan kovetkezik, hogy a hatvanysor a —- helyen is divergens, h szen a
e

d 1\" 1
n;‘(—l) (1+;) =

sor tagjai nem tartanak 0-hoz. A hatvanysor konvergenciatartomanya tehét

11 .
a | ——, -} nyilt intervallum.
e e
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b) Itt a hdnyadoskritériummal célszeri vizsgélni az abszolit konver-
gencidt:
(n+ 1)+
—_——=(n+1) |x|,
TP ( ) Ix|
ami + «-hez tart, ha x=0, igy a hatvanysor x= 0-ra divergens, a konver-
genciatartomany egyetlen pontbol, a 0-bél 4116 halmaz.
c¢) A gyOkkritérium alkalmazdsival a kévetkez6t kapjuk:

n

; W gy
h_'m n(n+2) ,,on,—n ’
e ) nVn+2

tehdt ha |x|<1, a sor abszolut konvergens, |x|>1 esetén divergens. Az x=1
helyen a

t 1
1 N(n+2)

o1
sort kapjuk, ami konvergens (mert példaul a Z ) konvergens sor majo-
n=1"
rélja), ugyancsak konvergens az x= —1 helyen is, tehat a hatvanysor kon-
vergenciatartoménya a [—1, 1] zart intervallum.
d) A héanyadoskritérium alkalmazasaval a kovetkez6t kapjuk :
X+l Al |y

m C =11 —_—
noee (D X nt1

01

tehdt a sor, tetszleges x-re abszoldt konvergens, a hatvanysor konvergen-
ciatartomanya a (— e, + ) intervallum.

e) A gyokkritériumot alkalmazzuk :
1x" x|

lim |/ —=1lim —=]x|,

n n
- n—eo
noe Vn

tehat a sor |x|<1-re abszolut konvergens, |x|>-1re divergens. Az x=1
helyen a

S (-
)

n

n=1

sor konvergens, az x= —1 helyen a
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- 1

n=1"

sort kapjuk, ami divergens. A hatvanysor konvergenciatartomanya tehét
a (—1, 1] félig zart intervallum.

f) A hanyadoskritérium alkalmazisaval a kovetkezGt kapjuk:

In (n+1 n 1
lim ( ) len-f-l. — =
noe N1 Inn |x|
In (n+1 n
i ROED
Inn n+1

n=too

tehdt a hatvanysor |x|>1-re divergens, |x|<1-re abszolat konvergens.
Az x=1 helyen a

Inn

n=1 N

=1

sort kapjuk, ami divergens, mert — In n>1, ha n>2 miatt —a z - diver-
n=1

gens sor egy minorans sora. Az x= —1 helyen konvergens sort kapunk, mert

nn

Inn .
monoton fogyd és ———0, ha n—, igy a
n

sor Leibniz-tipusti konvergens sor. E hatvanysor konvergenciatartoménya
tehat a [—1, 1) félig zért intervallum.

A Y a,x" hatvinysor Osszege a konvergenciatartomanyban
n=0

x fiiggvénye. Az f(x) fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy a Z’o a,x"

hatvénysor 6sszegfiiggvénye, ha a konvergenciatartomany min-
den x elemére igaz, hogy

f(x)= 20 ax".
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Gyakorlé feladatok

18. Igazoljuk, hogy a Z a,x" hatvanysor tagonkénti differencidldsdva |
n=0
kapott Z na,,x"‘l hatvanysor konvergenciasugara megegyezik az eredeti
n=1

hatvanysor konvergenciasugaraval.

Megoldas :

Mivel |a||x|"=nla,||x|"=|x] nla,|[xI"=!, a derivalt sor konvergencia-

sugara nem lehet nagyobb a Z a,x" sor konvergenciasugardnal. Ha tehat
n=0

> oo

Z a,x" csak x=0-ra konvergens, akkorz n anx""l is csak x=0-ra lehet

n=0 n=0

konvergens. Tegyiik fel, hogy a konvergenciasugar »>0, ahol r értéke o is
lehet. Azt kell igazolnunk, hogy ha O<|x|<~r, (ha r= =, akkor tetszOleges
x-re), akkor a tagonkénti derivalassal kapott sor abszoldt konvergens az
x helyen. Vilasszunk egy olyan x, helyet, amelyre |x|< Ixol<r. Alkalmaz-
zuk a kovetkezd becslést:
_nx "’
(11)  nlaflx"~1=— l— la,] Ixpl" < Kla,l 1 xgl",
x’ XO {

ahol KX oly an konstans, amire

fenndll. Az egyenlGtlenség nyilvan teljesiil alkalmas K-val, hiszen :—)c—§<1

Xt
, . n l" 0
miatt lim — — =
n-ee X1 | Xg!
A
Z K la|]xyl"

n=1
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SOr x, valasztdsa miatt konvergens, tehat (11) szerint a majorans kritérium

alapjan a Z n anx"“ sor abszolut konvergens.
n=1

Megjegyzés :

Az eredmény ismételt alkalmazdsaval kovetkezik, hogy egy hatvanysort
akdrhanyszor differencidlhatunk tagonként, a kapott hatvanysoroknak
mindig ugyanaz lesz a konvergenciasugara, mint az eredeti hatvanysoré.
Ha a konvergenciasugar véges, akkor a konvergenciaintervallum végpont-
jaiban megvaltozhat a derivaltakbol 4l16 sor viselkedése, eléfordulhat, hogy
valamelyik végpontban az eredeti hatvanysor konvergens, de a derivaltakbél
4116 hatvanysor divergens.

w

19. Tegylik fel, hogy a Z a,x" hatvanysor konvergenciasugara r>0 és
n=0

legyen a olyan szdm, hogy la]<r (ill. a tetszdleges, ha a konvergencia-
sugdr ). Igazoljuk, hogy a hatvanysor f(x) Osszegfiiggvénye differencial-
hat6 az a helyen és

(12) f@=Y. naa"-!,

n=1
azaz a tagonkénti differencialassal kapott sor az 6sszegfiiggvény derivaltjat
allitja el6.
Megoldas :
A 18. gyakorlo feladatbdl tudjuk, hogy a (12) egyenléség jobb oldalan
fx)—fla) ,
— " ]é-

Xx—a

4116 sor konvergens. Csak azt kell igazolnunk, hogy f’(a)=1lim
A=y

tezik és egyenlG a sor Osszegével. Vezessiik be az x—a=#h jelolést, ekkor
x=a+ h és h-ra |a|+ |h|<r is teljesiiljon. Azt fogjuk megmutatni, hogy az
a+h)—f(a -
w kii onbségi hanyadosnak és a Z nana""l sor Osszegének el-
l n=1

térése tetszOleges, eldre adott szamnal is kisebb, ha |4] elég kicsi. Irjuk fel
el6szor a kiilonbségi hanyadost:
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;(f(a+h)—f(a))=;‘ <Z ala+hy—=y a,,a") =
1

n=0 n=0

! Y a((at+hy'-an=
hn=1

=Y aa+hy'='+ala+hy=2+.. . +a").

n=1
Az 4talakitdsok jogosak, mert a szerepld sorok konvergensek. Becsiiljitk

ezutan a kiilonbségi hanyados eltérését a z na,,a"‘l sortol:
n=1

;I(f(a'i‘ h)—f(a))— Z na,a"~!

n=1

oo

=Y alla+hy="+ala+hy'=2+ .. +a"'—na"-1]=

n=1

S

13 =y a,,[((a+h)”‘1—a"‘1)+(a(a+h)"‘z—a"“l)+...+(a"“—a’"’)]‘=

n=1

=Y hal(a+hy"=2+2ala+hy"3+ ... +(n-—1)a"'2]i§
n=2

n(n—1)

3 (lal+RD™=2,

=AY la,|

2=2

= <

itt felhasznaltuk, hogy a Z an(n—1x" -2 sor, ami a Z a x" hatvanysor
n=2 n=0

tagjainak mdsodik derivaltjaibol 4116 hatvanysor, abszollt konvergens az
la|+|h|<r helyen. Valasszunk most egy olyan x, szdmot, amelyre |a|+
+|hl<Ixgl<r és a (13) becslés végén kapott sort felilrSl becsiilhetjiik a

S Ia n(n:l) Ixg"—2=K
n=2 I
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szdmmal, igy azt kaptuk, hogy

h)— o
HaDLO 5 o i
n=1

ami tetszGlegesen kicsi, ha |A] elég kicsi, és ezzel igazoltuk az allitast.

Feladatok

16. Hatdrozzuk meg a kévetkez8 hatvanysorok konvergencia-
tartoményat:

) 3 (—p X
c Y D15 3 iy
,,;l ( ) 4n

17, Hatdrozzuk meg a k6vetkezd hatvanysorok konvergencia-
artomény4t és Osszegfiiggvényét:

a) ; nx"-1;

c) 21 n(n+1)x".

*18. Tegyiik fel, hogy a ; a,x" hatvinysor konvergencia-
sugara r=0, véges szdm. (Ekkor a i a,"x" hatvinysor kon-

n=0
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vergenciasugara nyilvan 1.) Igazoljuk, hogy minden |x| <1 szdm-
ra igaz a kovetkez8 egyenlGség:

Y arxt=(1—x) Y (ap+ayr+...+armx"
n=0 n=0

%19, Tegyiik fel, hogy a Y, a,x" hatvanysor konvergencia-
n=0

sugara r=>0 véges érték és ha |x|<r, akkor jeloljiik az Osszeg-
fiiggvényt f(x)-szel:

fx)= Z’o a,x".
Legyen tovabb4 a hatvanysor az x=r helyen is konvergens és

5= anrm.
n=0

Igazoljuk az el6z8, 18. feladatban szereplS azonossag felhaszné-
lasaval, hogy

lim f(x)=s

x=+r—0

(Abel tétele).
20. A Cauchy-ézorzés felhaszndldsdval igazoljuk, hogy az

o
f(x)="g,0 P

fiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya az Gsszes valos szam,
eleget tesz a kovetkez§ egyenletnek:

G+ x)=f(x)f (x),

ahol x; és x, tetszGleges valds szdmok.

21. Az el8z3 feladat eredményét és a hatvanysor Osszegfiigg-
vényének tulajdonsagait felhaszndlva mutassuk meg, hogy

=y,
n=0

%

n
! .

S
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4. Taylor-sorok és néhany alkalmazasuk

Az el8z8, 3. pontban igazoltuk, hogy egy hatvdnysor a konver-
genmamtervallum belsejében tagonként akdrhanyszor differen-
cidlhato és a tagonkénti derivalassal kapott sor dsszegfiiggvénye
az eredeti hatvanysor Osszegfiiggvényének derivaltja. Keressiink
ennek alapjdn Osszefiiggést a hatvanysor Osszegfiiggvénye és
egyiitthatdi k6zott.

Tegyiik fel, hogy a Y, a,x” hatvanysor konvergenciasugara
n=0

nem nulla és a konvergenciaintervallum belsejében
(14) f(x)= Y ax"
n=0

A (14) egyenl8ség mindkét oldaldnak k-adik derivaltjat véve azt
kapjuk:

15) f*(x)= i a,n(n—1)...(n—k+ 1)x"—%,
n=k

A (15) jobb oldalan 4ll6 hatvanysornak a konvergenciasugara
megegyezik a (14) egyenl8ség jobb oldalan 4116 hatvanysoréval,
és a konvergenciaintervallum belsejében mindeniitt érvényes az
egyenldség. A (14), ill. a (15) egyenl8séget az x=0 helyen véve
kapjuk, hogy

S(0)=ay,

f(k)(0)=ak - k!,
ahonnan a (14) hatvénysor egyiitthatdira a kovetkezS képlet
adodik:

17(0)

a=n!

n=0,1, ... é f9(0)=4(0). Ennek alapjin a (14) hatvénysort
igy 1s irhatjuk:

2
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< f70) .,

(16) f()= Zo

Ha most olyan f(x) fiiggvénybd] indulunk ki, amely a 0 pontban

= )
akarhanyszor differencidlhaté, ekkor felirhatjuk a ) ! n$0) x"
n=0

hatvanysort, amit az f(x) fiiggvény 0 helyhez tartozé Taylor-sord-
nak vagy Maclaurin-sordnak neveziink. A kovetkez6kben azt
vizsgaljuk, hogy egy adott, a 0 helyen akdrhanyszor differenciél-
hatd f(x) fiiggvényhez tartozé

f‘" ’(0)

¢Y)) Z

Taylor-sor a konvergenciatartomanyaban milyen feltételek mel-
lett 4llitja el8 az f(x) fiiggvényt. Ha eleve tudjuk, hogy f(x) egy
hatvanysor Osszegfiiggvénye, akkor (16) szerint az &t eldallitd
hatvanysor azonos a hozza tartoz6é Taylor-sorral. Mint a kovet-
kez8 gyakorl6 feladat mutatja, el6fordulhat hogy (17) az egész
szimegyenesen konvergens, de a 0 hely kivételével sehol sem 4l-
litja el§ a fiiggvényt.

Gyakorlo feladat

20. Igazoljuk, hogy az
1

xz
700 e, ha x#0,
=0, ha x=0

fiiggvény O helyhez tartozo Taylor-sora mindeniitt konvergens, de csak a
0 helyen allitja el6 a fiiggvényt.
Megoldads :

A TII. fejezet 18. gyakorlo feladatdban igazoltuk, hogy tetszéleges n=0
egész szamra /"(0)=0, tehat az f(x) fiiggvény O helyhez tartozd Taylor-
sora tetszbleges x-re konvergens és
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Z 0- x"=0,
n=0

A fiiggvényrd] tudjuk még, hogy ha x= 0, £ (x)=0, tehat a Taylor-sor csak
az x=0 helyen allitja el6 a fliggvényt.

A 1II. fejezetben megmutattuk, hogy minden olyan f(x) fiigg-
vény, amelyik a 0 hely egy kornyezetében (n+ 1)-szer differen-
cidlhatd, a Taylor-formuldval a kévetkez6 alakban allithatd
el6:

(k)(O) xk+f(n+1)(£)
kU T D)

1
x"Ti

fo=31
k=0

ahol £ egy alkalmas, 0 és x kozotti hely. Tegyiik fel az f(x) fiigg-
vényrdl, hogy a 0 egy kdrnyezetében akarhanyszor differenciél-
haté és az

f(n+l)(§) i1
CESII

maradéktag a 0 hely adott kérnyezetébe tartozd x-ekre 0-hoz
tart, ha » tart végtelenhez. Ekkor a

r(x)=

. n f(k)(O) A f("+”(’g') el
lim (f(x) k;O o —,,lirz —GH_—I)!—x =0
osszefliggés miatt a 0 adott kornyezetében az f(x) fiiggvény
Taylor-sora konvergens és elSallitja a fiiggvényt, roviden: az
J(x) fiiggvény a 0 koriil Taylor-sorba fejthetd.

A Taylor-sorok egyik fontos alkalmazasi teriilete a kozelit
szdmitdsok. A gyakorlatokban erre is mutatunk majd néhdny
példat.

n—co

Gyakorlo feladatok
21. A megfelelé Taylor-formuldk felhasznéalasdval igazoljuk, hogy tet-
szbleges valos szamra érvényesek a kdvetkezd sorfejtések :
x"

X — _z_i x._z e .
a) =1+ 1!+2!+...~1-n!+,,,,
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x5 2n+1
in x=x— (=1
b) sinx=x=-1tg STy
2 4
X X
D TV S O S S
¢) cosx=1 2!'r4! . (—1) an

Megoldas :

a) A feladatot a III. fejezet 23. feladatdban megoldottuk:
b) A sin x fiiggvény O helyhez tartozd Taylor-formuldja:

2L +(_1)ni"i+
sin x——x—-é—!+§ an—D1
=(=1)" sin 5,
(=D 2n)!
1ehdt a maradéktagot tetszleges x-re igy becsiilhetjiik :
f 1) x> sin §|= I
Ny @)
Mivel
2n
1 x| -0
@2n)!

tetszBleges x-re fenndll, a sin x sorfejtése az Osszes valos ;zé.mra érvényes:

¢) A b) feladat megold4sahoz hasonloan jarhatunk el. frjuk fel a Taylor-
formulét:

x2 x* 2 ) o £
=l-—+—- -1y —+ (-1 ————sin¢.
cos x=1 2!+4! .+ (=1) 2n!+( ) @il
A maradéktag 0-hoz tart tetszbleges x-re, mert:
, ‘l x| +1
-1yt sin fj=———,
(=1 @2n+1)! i @n+1)!
igy
x|+
lim ————=0.
M !

n—reo

A cos x sorfejtése tehat az Osszes valos szamra érvényes.
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22. Igazoljuk, hogy ha [x| <1, akkor érvényesek a kovetkez6 sorfejtések :

2 3

x° x x"
a) n+x)=x——+——... +(-1)"-1 4 |
2 3 n

*y

(hasznaljuk fel, hogy a hatvanysor tagonként differencialhato);

b) (1+x)’=1+(<:>x+<c:> x2+...+(a>x"+...,
Z n

a tetszdleges valds szdm,

a\) ala-1)...(a—n+1)
nl n! ’

X
(a sor Osszegét f(x)-szel jelolve vizsgaljuk az (lf_*(_ ))a fiiggvényt, ill. ennek
X
derivéltjét) ;
U X2+l
c) arctgx=x——+—— ... +(=-1)" + ...
) g 35 =1 2n+1

Vizsgaljuk meg, mit mondhatunk a konvergenciaintervallum végpont-
jaiban.

Megoldds :

a) A 17.e) gyakorlatb6l tudjuk, hogy az a) egyenlség jobb oldaldn
4llo sor a (—1, 1]-ben konvergens. Jeloljiikk f(x)-szel a sor 6sszegét |x]<1-re
és mutassuk meg, hogy f(x)—In (1 +x)=0a (-1, 1) intervallumban. A hat-
vanysor differencidlhat6sagabol kovetkezik, hogy

1
1+x

FX)=1—-x+x2— .. . +(=1)-xn-14 | =
ha |x|<1. Mivel

I

(In(1 +x))’=; s
1+x

azért

(f(x)=In (1 +x)) =0,
ha |x|<1, tehdt f(x)—In (1+x)=c (konstans) a (—1, 1)-ben. Az x=0
helyen f(0)—In (1+0)=0, tehat f(x)—In (1+x)=0. Még az 1 helyen kell
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megvizsgalni a sort; de Abel tétele szerint (1. 19. feladat), mivel a hatvany-
sor x=1-re konvergens és In (1+x) az 1 helyen folytonos, itt is fennall az
a) egyenlGség, tehat

11 (—-1n-t
In2=1——4—-——.. . +——+....
2 3 n

Ezt az eredményt mar az I. fejezetben mas eszkdzokkel is megkaptuk.
b) ElBszor azt kell észrevenniink, hogy ha « =0 egész szdm, akkor a b)
o
egyenlGség jobb oldalin egy véges Osszeg all, mert ha a<n, akkor ( )=0.
n

Konny( észrevenni, hogy ebben az esetben a binomidlis tételt kapjuk,
a=1, b=x valasztdssal, amit az I. pontban igazoltunk. Tegyiik fel, hogy
a=0,1, ..., n, ...;ekkor valéban végtelen sort kapunk. Mutassuk meg,
hogy ennek konvergenciasugara 1; alkalmazzuk a hanyadoskritériumot:

o o
xi+ X"
<n+l> (n)

ami azt jelenti, hogy a sor |x]<1-re konvergens. Jeloljik a sor Osszegét
f(x)
(1+x)"

. —n
= lim |x|=1x],

n—oco

lim

n—oco

f(x)-szel és mutassuk meg, hogy g(x)= =1, ha |x|<]1. El6szor iga-

zoljuk, hogy g’(x)=0a (-1, 1)-ben:

S+ —af G+ S+ ) —af ()

g (+x ST (el

A szamlaloban 4ll6 kifejezés:

SON+D)—af()=(1+0Y n (:) Wl-a (:) =
n=1 n=0

o))

mert

1 o a)
(1) n+1 o nj

_a(oc—l). L (e—n)+na(e—1).. .(a—n+1)_a<oz
= - =
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Mivel g(0)=/(0)=1, ezért f(x)=(1+x)% Ha o-r6] mast nem tesziink fel,
akkor 4ltalaban nem tudunk mit mondani a —1, ill. 41 helyen a sor kon-

vergencidjarol; ezt specidlis o-kra kiilon kell megvizsgalni. A kapott sor-
feitést binomidlis sornak is nevezik.
¢) Az a) megoldasaban alkalmazott mddszerrel juthatunk itt is célhoz.
+1
2n+1
manyat. A hanyadoskritériumot alkalmazzuk :

El6sz0r hatdrozzuk meg a Z (-nn
n=0

hatvénysor konvergenciatarto-

fim x+! 2n—-1 | 2n—1
1

. — 2,2
=lim x?=x
poe 2041 IxfZ =1 L 2n+1

s

tehat a sor |x|=>1-re divergens, |x|]<1-re konvergens. Az x=1 helyen a

- 1 oo
Z (-1)y i sor Leibniz-tipusu, tehat konvergens; az x= —1 helyen a
n

n=0

1 .. .
Z (-1n+! sort kapjuk, ami szintén konvergens: Igy a hatvanysor
a=0 2n+1

a[—1, 1] zart imervallpmban konvergens. Jeloljiik f(x)-szel |x|<1-re a sor
Osszegfiiggvényét és vizsgaljuk a g(x)=f(x)—arc tg x fliggvényt. A fiigg-
vény derivaltja:

1
1+ x2

1

£O)=F(x)- =

=Y (~1yx— =0,
n=0

ha |x|<1. Mivel g(0)=£(0)—arc tg (0)=0, ezért |x|<1-re g(x)=0, tehat

it 2n +1
a c) sorfejtés (—1, 1)-ben mindenesetre érvényes. Mivel a ). (-1y2
=0 2n+1

hatvanysor x=t1-re is konvergens és az arctg x fiiggvény az x=+1
helyeken folytonos, Abel tétele szerint a sorfejtés az egész zart [—1, 1]
intervallumban érvényes. Az x=1 helyen a sor Osszege tehit:

ctgl z l-t—1 1+ +(=-1) !
ar =e=l——t——t . (=1 —+ ...
8 =37 T35 PPIR R

ezzel z kiszdmitasara tjabb, alkalmas sort kaptunk.
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23. Adjuk meg a kovetkezd fiiggvények 0 koriili Taylor-sorfejtését :

a) sin? x;
1+

b) In—2;
1—x
1

c) ;
Vi+x
In(1+
1+x

) 1

© R 5xi6

Megoldas : -

a) Eljarhatnank ugy is, hogy a sin x fiiggvény 21. gyakorlo feladatban
megadott sorel4llitasat haszndlva, a hatvanysor 6nmagaval valé Cauchy-
szorzatat képezziik. Most egy révidebb, gyorsabban célravezetd utat kdve-
tiink. Hasznaljuk fel a kdvetkez6 trigonometrikus azonossagot:

1—cos2x 1
(18) sin2 x=————=_(1—cos 2x).
2 2
A cos 2x sorfejtése minden valos szdmra érvényes:
(Zx)z" bt 22n o

X

cos 2x= Z'o(—l)" an)! =,,Z=30(—1)" !

n=

A (18) egyenlbség felhasznalasaval ezt kapjuk :

Q211

@2n)!

a sorfejtés (— =, + «)-ben érvényes.
b) Hasznaljuk fel az

m%—ﬁc=M(1+x)—ln (1-x)
—-x

’

sin? x= Z (-1
n=1

logaritmus azonossigot, amelyik |x|<1-ben érvényes és az In (1+x)-re az
¢l5z5 feladatban kapott sorfejtést (In (1 —x)=In (1 +(—x)):

In (14 i x4+ +(=1r-! il

n(l+x)=x —2-+—3' —4— ... S
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2 3 4 T

Az els6 sorfejtés (—1, 1]-ben, a masodik [—1, 1)-ben érvényes (—1, 1)-ben
a két sor kiilonbsége is konvergens, tehat

I - R
nl——=2 X+?+.. + +..0 ).

—x T2+l
¢) Az adott fiiggvényt (1+x) ¥ alakban irva lathatdé, hogy a 22.5)

1
gyakorl6 feladatban kapott binomialis sort kell ¢ = -3 esetre felirnunk.

Szamitsuk ki el6szor az egyiitthatokat :

1) o1l R
2l T2\ T2 )T 1-3...2n—1)
= == — o

n n! 2" nl
1-3...2n-1
:‘:(—])n# .
2-4...2n

Vezessilk be az 1-3...2n—1)=Qn—-1)!1 és 2-4..  2n=02n)!! (olv.:
2n—1, ill. 2n szemifaktorialis) jel6léseket, igy a kdvetkezs sorfejtést kaptuk :

@n-D!!

{19 @2t

=1+Y (-1
1+x n=1

A sor |x|<1-re konvergens. Az 1. fejezet 15. feladatabél tudjuk, hogy

n-1)!"!
im ———————=0,
now (M1

@n=-111 Cn+D1!

ol a1’ a (18) jobb oldalan 4116 sor x=1-re Leibniz-

és mivel

1
tipust sor, igy konvergens. Az ——— fiiggvény az x=1 helyen folytonos,
1+x
tehat Abel tétele szerint a (19) sorfejtés x=1-re is érvényes, tehdt a konver-
genciatartomanya (—1, 1].
d) A fiiggvényt irjuk

1
—In(l+x
1+x n( )
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alakban. Innen ldthatd, hogy a tényezék sorfejtésébdl célszerd Cauchy-
szorzassal eldallitani a fiiggvényt. A tényezGk sorfejtése:

1
=1 x4+ X2 (=D,
1+x
2 3 4 X
x? x> x
=x—— = (=D
In(1+x)=x 2+3 4+ +(—1) -

|x]<1-re mindkét sor abszolit konvergens, igy a Cauchy-szorzatuk

In(1 1 11
D (1) e (12 ) mo s
1+x 2 23

1 1
+(=1)-1 <1+—+...+—> X'+,
2 n
|x]<1-re abszolut konvergens, viszont x=z1-re divergens, mivel

1 1
1+=+...4+——>+ o, ha n>co.
2 n

e) Alakitsuk 4t elGszor a vizsgélt kifejezést:

1 _(x—-2)—(x—3)_ 1 _ I
x2—5x+6 (x—2)(x-3) x—-3 x-2
11 1 1
27 x 3 x
1-= T 1-Z
2 3

1 r T
Az ——1 , — fiiggvények sorfejtését az i fliggvény sorfejtésébol kap-
X X —X

1—= 1—=
2 3
hatjuk meg:
1 1 1 1
— 52 _—
1—;—1+§X+22X +...+2"Xn+..., ha Jx[<2,
"2
1 1 1 1
— X2 —
l——)-c—1+§x+32x +...+3nx"+..., ha |x|<3.
3
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A keresett sorfejtés (—2, 2)-ben érvényes:

1 1 5 3323 5 3+l _onsl

S e it Xt — .
X25x16 636 & ot T e

24, Igazoljuk az

1 1 =z
20) arctg-—+arctg—=-
20 £3 8373

azonossagot, és felhasznaldsdval szdmitsuk ki - értékét 10—5 pontossdggal:

Megoldis :
A felirt azonossagot igy igazolhatjuk :
11
tg | arct lk t 1 §+3 1
—tarctg - |= =
Bprarcies T
) —
2-3

innen pedig kovetkezik a (20) 6sszefiiggés. A 22.c) gyakorlé feladatban iga-
zolt sorfejtést hasznaljuk :

111111 (-1" 1
21)  arctgom——— —pmr e e
@v 837273375 o it
11 1 1y
@) arcrgi=t L1 11 -1y 1

=t .
3733 PEH il 3

A (21) és (22) sor is Leibniz-tipusi, tehdt alkalmazhatjuk a 4. feladatban meg-
adott becslést: az n-edik részletdsszeg eltérése a sor 6sszegétsl abszoldt ér-
tékben kisebb, mint az n+1-edik tag abszolut értéke. Ha mindkét sorbol
annyi tagot vesziink, hogy az dsszegt6! vald eltérés 10—6-n4l kisebb legyen,
akkor a két kozelités 6sszegének 4-szerese a (20) dsszefiiggés alapjan 10—5-
nél kevesebbel fog eltérni n-t8l. Az

1 1
Cnt )2+ 106

egyenlGtlenség n=8-ra, az

1 1
@nr1)3@+ 106
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egvenlStlenség n="T-re teljesiil, igy a (21) sorbdl 7 tagot, a (22) sorbol 6 tagot
kell venniink, ezzel = értékét 10—5 pontossdggal megkapjuk. A részletes
szamolds elvégzése utdn z=3,14 159 adodik.

25. Igazoljuk a 23.5) gyakorl6 feladat felhasznaldséval, hogy az

1 1
= 2t ...+
3) In(k+1) lnk—1—2(2k+1-+ T TR

1
+——"t ...
@n+ Dk +1)Z+1 >

azonossag k€ T-re fennall és szamitsuk ki ennek felhasznalaséval In 2 értékét.
10—-9 pontossaggal.

Megoldds :

Alkalmazzuk a 23.b) gyakorlé feladatban kapott sorfejtést x=2k+1 -r

1
ahol k€T | 0=<———<1 miatt a kapott sor konvergens | :
2k+1
1+———-
+2k+1_l k+1

1 1 k
2k+1

In

1 1 1
=2 +.o..+ +... )
<2k+1+ 3(2k+1)3 Q@n+1)QRk+1)¥+! )

ezzel az 4llitas elsG részét igazoltuk. '
Ha a (23) elallitast k=1-re alkalmazzuk, ezt kapjuk:

2 2

=—t—t— i tF—m—m————t ...
@) In2=stamgtogt T o

A (24) sor dsszegének a sor n-edik részletdsszegétol valo eltérését a kovetkezd
moddon becsiilhetjiik :

2 (2 2h e =
Rem\3T 3T T g3

2 1
= 14-—+—=+... )=
@i <(2n+1)32"+1< 9792 )
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3 2 1 1
(2n+1)32"+11 1 4@n+1)3n-1"
9

Olyan n-et kell keresniink, amelyre a becslést 10—9-nél is kisebbé tehetjiik ;
ez n=9-re mar teljesiil, igy In 2=0,693 147 180 adodik.

__Haadott egy g, Ay -+ -5 @y, ... SZAMsorozat, akkor képezhet-
Jiik a sorozat tagjaival mint egyiitthatékkal a

Y ax"
n=0

hatvénysort. Amennyiben a kapott hatvanysornak az r konver-
genciasugara pozitiv, akkor az |x|<r-re definilt

()= 20 a,x

fiiggvényt az adott sorozat genmerdtorfiiggvényének nevezziik.
A generatorfiiggvény vizsgélatdval sok esetben olyan kérdésekre
Is valaszt kaphatunk, amelyek az eredeti sorozat lényeges tulaj-
donségaira vonatkoznak.

Gyakorlo feladatok

26. Az

fiiggvény sorfejtésének felhasznalasaval igazoljuk, hogy

1+x
tetszGleges n pozitiv egész szdmra igaz a kovetkezd Osszefiiggés:

o ()

Megoldas :

A 23 ¢) gyakorlé feladatbol ismerjiik az |x|<1-re abszolit konvergens
sorfejtést :

1 1 1-3 —1n
(26) =1——x+——x2—...+(-l)”——-_(2n RALIN
1+x 2 24 e

376

Az n-edik tag egyiitthatdjanak abszolut értékét igy is irhatjuk:
@Qu-D1 1-2-3...2n-12n_ 1 (Zn)

R TR TP S 73

A (25) Bsszefiiggésrol sejthetd, hogy egy Cauchy-sorozattal kapott hatvany-
sor egyiitthatdival szoros kapesolata van. Képezziik a (26) sorfejtés négyzetét,
ami |x|<1-re konvergens, felhaszndlva az egyiitthatok (27) alakjat:

=) 5[ 0)-0)]
00 O
) ) ()]

1
Az = fiiggvény sorfejtését |x|<1-ben mar ismerjiik :
X

1
=l x4 X=X (=X
1+x

Mivel a hatvéanysor az 6sszegfiiggvényének 0 koriili Taylor-sora, a fiiggvény
1

egyértelmien meghatdrozza a sorfejtésben szerepld egyiitthatokat. Az s

x

fiiggvény kétféle sorfejtésében az azonos kitevSjl x hatvanyok egylitthatoi

megegyeznek :
(=" (2n + 2 2n—2 R 2n —(=1y"
22 n 1 n—1 n) | ’
ez pedig ekvivalens a bizonyitando (25) dsszefiiggéssel.

27. Az uy=0, u;=1, u, .y =u,+u, . rekurziv definicioval megadott Fi-
bonacci-sorozat (1. I. fejezet 26. gyakorlo feladat) n-edik tagjara adjunk meg
explicit képletet, azaz olyan f(n) algebrai kifejezést, hogy minden r-re
u,=f(n) teljesiiljon. Hasznaljuk fel a Fibonacci-sorozat generatorfiiggvényét.

Megoldads :
Irjuk fel a Fibonacci-sorozat generatorfiiggvényét:
(28)  f(O)=ugtux+ux®+ . Aux ..

Az a célunk, hogy f(x)-et meghatdrozzuk. El3szor megmutatjuk, hogy a
(28) jobb oldaldn 4ll6 sor konvergenciatartomdnya nem csak a 0 szam.
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Mivel uy<1, u;<2, és ha u,<2", u, , <2"+! akkor u pa= Uyt <27+
+2n+1 <2742 ‘tehat teljes indukcioval igazoltuk, hogy 'zlln<2"n "

lu,x"
0

vl

sornak majorans sora a

oo

2 127

n=0
. 1 . . 1 .
sor, ez pedig lx[<§ -re konvergens. Igy f(x) sorfejtése ix[<i -re biztosan

érvényes; itt a sor abszolit konvergens. Szorozzuk a (28) egyenlSséget
x-szel:
(29  xf()=ugx+uyxP+upxP+ .U X

Adjuk dssze a (28) és (29) egyenlSségeket és vegyiik figvelembe az u-et
definidlo rekurzios egyenletet :

(B0) SO+ () =uyx+usx®+ ... +u, (X

A (30) egyenl6ség mindkét oldaldhoz u =1-et adva és x-szel szorozva f(x)-et
kapjuk a jobb oldalon (1,=0), tehat az

X[ () + xf(x)+1]=£(x)

egyenlGségnek tesz eleget az f(x) fiiggvény, innen
x

fx)=

1—x—x2'

Ezutin mér a 23.e) gyakorlo feladatban alkalmazott modszerrel megad-
hatjuk f(x) sorfejtését. E13szor a nevezdt bontsuk ténvezdkre :

X X

=2 s N\
2 2t <“z“z‘*)-

majd a tortet két tort Osszegére :

x X 1 1
1—-x—x2=_— —_—+ —
Vs {1 Vs Vs 1
—t—tx ——=—-x
2 2 2
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A két tagot kiilon sorbafejtjiik :
R L T
1+V5

2 =
¥5-1

+x

= 1+

R 2

Vs—1 (V5-1\>  (V5-1)\% ,
=) () 2t
Y51 \+!
+(—1)< 5 > X
2 Vs

a sorfejtés |x|<

X

értékekre érvényes.
5-1
1 1 Vs 1
¥V5—1 . . V5+1

2" V341

_V§+1+ V5+1\2 . V5+1 Bxlk N

) 2 )" 2
V541 \n+!

(5]

V5—

X

a sorfejtés |x|< —=

V5+1

értékekre érvényes. A kapott sorelddllita-

-1
sokbdl f(x)-re az |x|< -ben érvényes

= 1 [/V541 \+t [1-V5 "+‘:\
31 fx)=) — - xHl
g ngors‘K 2 ) < 2 )

soreloallitast kapjuk. Azf(x) sorfejtése egyértelma, igy a (28) és (31) Ossze-
basonlitdsabol u,-re a kovetkezd képletet kapjuk, ha n=1:

)
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Feladatok

22. Irjuk fel a kovetkezd fiiggvények O koriili Taylor-sorat:

a) 1 ;
3
Vi+x
1+x+x24x3
ex+e—x

c) 3 .

23. Igazoljuk, hogy |x|<1-re érvényes a kovetkez8 sorfejtés:
o (2n—1)!1 x2t+1
arc sin x=x *n; REDIRETI
Vizsgaljuk meg, érvényes-e a sorfejtés x= + 1-re.

%24, Mutassuk meg, hogy ha (—r, r)-ben f(x) akdrhanyszor
differencidlhaté és minden n-re | f(?(x)|<K, ahol K rogzitett
szam, akkor f(x)-nek a 0 koriili Taylor-sora konvergens |x|<r-
re és elGallitja a fiiggvényt.

25, Szamitsuk ki a kovetkez$ sorok Osszegét:

2n— 1!

@ (alkalmazzuk az Abel-tételt);

a) 1+ Z (- 1)"(

n(n—1)

= (3
b) n;( )n

(vizsgaljuk az s,, részletosszeget).

26. Szamitsuk ki sin 1° értékét 10~8 pontossaggal.

27. A 25. gyakorld feladatban hasznélt modszerrel szdmitsuk
ki In 10 értékét 10~3 pontossaggal.

28. Egy kor keriiletén adott 2n szdmi pont. Jeloljitk a,-nel
azt a szamot, ahanyféleképpen péaronként Ossze lehet ezeket
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kotni n darab olyan hurral, amelyek nem metszik egymést a kor
belsejében.
a) Igazoljuk, hogy

a,=aya,_+aa, ,+...+a,_,a,+a,_a,
ahol a,=1.

b) Jeloljiik f(x)-szel az (a,) sorozat generatorfiiggvényét. Iga-
zoljuk, hogy az xf(x)=g(x) fiiggvényre teljesiil:

g (x)=g(x)—x.
¢) Adjunk meg explicit képletet a, értékére.

5. Végtelen szorzatok

Ha adott egy gy, ..., a,, ... szdmsorozat, akkor az elemeibGl
képezett

(32) aa,...a,...=]] a,

szimbo6lumot végtelen szorzatnak nevezziik. A végtelen szorzat
értékét a végtelen sorhoz hasonldan a részletszorzatok sorozata-
nak vizsgélataval célszer{i definidlni. A

Pa=4ay...q,

definiciéval megadott sorozat tagjait a (32) végtelen szorzat
részletszorzatainak nevezziik. A definiciébdl nyilvinvald, hogy
ha valamilyen k-ra a,=0, akkor n=k-ra p,=0 is fennall. Cél-
szerd ezért olyan végtelen szorzatokat vizsgdlni, amelyeknek
egyik tényezGje sem 0. A tovabbiakban kikotjik, hogy a,=0
(n=1,2,...). Amennyiben a
p=lim p,

véges hatdrérték létezik és p=~0, akkor azt mondjuk, hogy a (32)
végtelen szorzat konvergens és értéke p; ellenkezd esetben azt
mondjuk, hogy a (32) végtelen szorzat divergens.
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Gyakorlé feladatok

28. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd végtelen szorzatok koziil melyik
konvergens. A konvergens végtelen szorzatoknak szdmitsuk ki az értékét is:

c)H——

= 1
d) 1] (”Z)'
n=1

Megoldds :

a) A sorozat p, részletszorzata igy irhaté:

(- 2) (2
Y E)-2)

. 1 ,
tehat lim p,,=§ . A végtelen szorzat konvergens és

n—eo

s 1 1
1L (‘7):5;

b) 1Itt is az n-edik részletszorzatot vizsgaljuk :

1 11
O<pn=1 N 5"-1<;l,

tehat lim p,=0. A definicié szerint a végtelen szorzat divergens.

n=—eo
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¢) Irjuk ki részletesen, az egyes tényezdket is szorzatta bontva az n-edik
részletszorzatot:

15263748 n=3 n+l n=2 n+2 1 n+2
T EE N P I A IR S Glers s &
tehdt Hm pn=%,
n=co
ﬁn2—4_1
n-1 4

n=3

d) Az n-edik részletszorzatot igy alakithatjuk 4t:

2 3 n+l +1
== —...——=n+l1,
Pn 12 n
ahonnan az kovetkezik, hogy lim p,= + =, tehdt a végtelen szorzat diver-

n=rco

gens.

29. Igazoljuk, hogy a (32) végtelen szorzat konvergencidjanak sziikséges
feltétele, hogy lim a,=1. Elégséges-¢ ez a feltétel a végtelen szorzat konver-
gencidjahoz? "7 '

Megoldas :
Ha a (32) végtelen szorzat konvergens, akkor lim p,=lim p,_,=p#0,
n—eco n—=oco
tehat:
lim p,
. . b, n—co
lim a,= lim =7 =1

n=eo n—veo Pn—1 lim Pp—1

A feltétel nem elegendd, mert példaul az eldzd 28. gyakorlo feladat c¢)

1
esete divergens, pedig lim a,=lim (1 +—)=1. Itt a részletszorzatokbol
n=reo n=>oco n

4ll6 sorozat + «-hez tart. A

fi(-)
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n—*oo n—*co

1
szorzat példdja mutatja, hogy az is el6fordulhat, hogy lim a,= lim <1 —;) =
=1, és a részletszorzatok sorozata 0-hoz tart:

12 n-2 n-11

Py=mt o — -

2. 37 n—1 n n

A definici6 szerint a végtelen szorzatot ekkor is divergensnek nevezziik.
A feladat eredménye alapjan a kdvetkez6kben olyan végtelen szorzatokra
szoritkozunk, ahol a,>0 minden n-re.

30. Igazoljuk, hogy a

(33) ﬁ a,
n=1

végtelen szorzat akkor és csak akkor konvergens, ha a

39 ) Ina,
n=1

végtelen sor konvergens.

Megoldds :

Ha (33) konvergens (azt mar eleve feltettiik, hogy a,>0) és értéke p,
akkor:

n

lim Inp,=lim )" Ina,=Inp,

n—rco n-ek=1

tehdt a (34) végtelen sor konvergens és Osszege In p. Megforditva, ha (34)
konvergens és Osszege s, akkor:

n
Z Inayx

lim p,=lim €'®P"=lim /=1 =

n-=co n—rco n=roo

n
lim Z Inax
=¢7=k=l S,
tehat a (33) szorzat konvergens és értéke es.
31. Vizsgaljuk meg a kovetkezd végtelen szorzatokrol, hogy konvergen-
sek-e:

384

&
':8
o

Megolds :

a) Alkalmazzuk az el6z8, 30. gyakorld feladatban igazolt sziikséges és
elégséges feltételt. A tényezdk logaritmusaibdl alkotott sor

> (1 1
35 n; (;—m (1+;>>

x
konvergens, mert a III. fejezetben igazolt X_E<m (1+x)<x, ha x>0

egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy

0 ! 1 1+1 1.1
<-—In —-l<= =,
n n| 2 n?

o 1 ’

tehat a Z 372 konvergens sor majorans sora (35)-nek. gy az a) végtelen
n=14< M

szorzat konvergens. Probéljuk meg kiszdmitani a szorzat értékét. A p, rész-

letszorzatot igy irhatjuk :

1 1 1
- I+z+... 4=
ﬁ ke 2 1tk
—_— . — e =
T 1 23 n+l 1
=ty 202 o
k1 2 n
25 Hatarértékszamitds 385



n 1+%+...+l—lnn
= e n .
n+1

Az 1. fejezet 32. gyakorl6 feladatabdl tudjuk, hogy

1 1
Iim {1+=-+...+-—Inn|=c,
P 2 n

ahol ¢ az Euler-féle konstans. Ennek alapjan a végtelen szorzat értéke :

b) Itt is az el6z8 gyakorlo feladatban igazolt kritériumot alkalmazzuk, a

Ny (l—nln <1+1))
n=1 n

sorrol kell megvizsgalnunk, hogy konvergens-e. Hasznéljuk fel az In (1 + x)
fiiggvény Taylor-formulajat

X2
In(1 +x)=x—7+o(x2)

1
alakban (III. fejezet 22. gyakorlé feladat). Ebbd] kovetkezik x=- helyette-
n
sitéssel és atrendezéssel, hogy
1 1 1
l-nln{ 1+-)==—-0o| -],
n 2n n
ahonnan azt kapjuk, hogy

1
1—-nin <1 +~>
n
37 lim —m8M >~

—=1.

n—co _1-
2n
Mivel a

z 1
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sor divergens, a (37) sszefiiggésbdl a minorans kritérium alapjan adadik,
hogy a (36) sor is divergens, hiszen a tagjai bizonyos n-t8l kezdve példaul

1 1 . .
nagyobbak 5‘ o -nél. Igy a b) végtelen szorzat divergens.
n

¢) Vizsgaljuk a tényezSk logaritmusaibdl alkotott végtelen sort:

=
38 Y o

n=1 M

. . Inn Inn |np 1 1 A A
Mivel lim ——=0, 0<—2—= +—<-—,hanelég nagyésa
n—rw 1 n .l. _3‘ 3
2 . n? n?
i 1
n=1 3
I12

sor konvergens, a (38) sor is konvergens és igy az eredeti végtelen szorzat is
konvergens.

32. Tegylik fel, hogy a,=1+u,, lim 1,=0, az (4,) sorozat elemei azonos

n—roo

elgjeliiek. Igazoljuk, hogy

oo

a) H (1 +u,) akkor és csak akkor konvergens, ha Z u, konvergens;

n=1 n=1

n n
b) lim Y u, =+ = akkor és csak akkor igaz, ha lim [](1+u)=+=;

n—ro k=1 n—oo k=1

n n
¢) lim Z U=—c akkor és csak akkor all fenn, ha lim H (1 +uk)=0.

n—w k=1 n—oo k=1

Megoldds :
a) A 30. gyakorld feladat alapjan vizsgéljuk a

Y In(1+u,)
n=1

25+% 387



sor viselkedését. Mivel u,~0, ha n—=, lim M

n—oo un

hogy u,>0 teljesiil. Ekkor, elég nagy n-re:

1 In(l+u)
<—_— " =

u,

N

(39) u,<In(l+u)<u,

[T

oo

EbbGl a majorans, ill. minorans kritérium alapjan kovetkezik, hogy a Z u

n=1

és Z In (1+u,) sorok egyszerre konvergensek, ill. divergensek. Ha u,<0,

n=1

akkor (39)-ben a forditott egyenlStlenségek érvényesek é -
menyrejutunk 8 y €s ugyanerre az ered

n

b) Hakzl U, =+ e, akkor 1, >0 4llhat csak fenn és a (39) egyenlStlenség

miatt Z In(1+u)—~ + o, tehat

n n
Y (it lnn U+u)

k=1 =
e =e k=1 =H A +u)>+ .
k=1

Hasonl6an lathato be a tétel megforditasa is.
¢) Ha )| u ~ -, akkor u,<0 igaz, tehét a (39) egyenlStlenséghdl ko-
k=1

vetkezd

1

5 u,>In (1 tu)>u,

n
egyenl6tlenség miatt Y In (1+u)—~ — w, tehat:
k=1
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=1. Tegyiik fel,

n n
Zln (A +up) 1111_[ (I+up)
=1 _

0=lim &~! =lime ¥

n—o n—+oo

=lim [] (1 +u).

n—ee k=1

Az ellenkezd irdnyt becslésbol adodik az allitds megforditasa.

33. Jeloljik p,-nel az n-edik primszdmot, azaz legyen p;=2, p,=3,

p3=>3 stb.

a) Igazoljuk, hogy ha «=>1, akkor:

oo

w1
@ []——=% —.
r=1 p:_ n=1
b) Igazoljuk az a) rész és a 32. gyakorlé feladat felhasznalasaval, hogy a
y oL
n=1 Pn
sor divergens.

Megoldds :

a) A végtelen szorzat tényezdit irjuk at a kdvetkezo alakba:

@ - -y

1 . . .
és a kapott sor abszolit konvergens, mert 0<—‘-1<1. Vizsgaljuk a végtelen:
Py
szorzat n-edik részletszorzatéanak és a végtelen sor n-edik részletosszegének.
eltérését. Hasznaljuk fel kozben, hogy a (41) elallitdsban kapott véges sok
végtelen sor szorzatat képezve abszolut konvergens sort kapunk, tehat tagjait
tetszdleges sorrendben irhatjuk (15. feladat) :

n n 1 1
42 I+——t——+... |=
“42) 1;‘[ 1 1.2[;[1 ( +(17k)a+(l7k2)a >
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n l ’ l

=) =+ ok

m=1M I>n
. . . .. 1 ;
hiszen p,>n miatt a szorzatsorban szerepelni fognak az Osszes — alaka
n

szamok m=n-re (az ilyen m szamok primtényezdi mind szerepelnek a py,
Dy ..., P, szamok kozdtt), a mésodik tagban, a Z’-ben az Osszes olyan

1
= szerepel, ahol />n és [ primtényezdi a p,. ..., p, szamok koziil keriilnek

ki. Ebbdl a kovetkezd becslést kapjuk :

@) =

__< —_—

k=1 1 2y m S 0
(l
Py

A (43) becslés jobb oldalan 416 sor tetszélegesen kicsi, ha 1 elég nagy, mivel

o

a Z p sor o >1-re konvergens. Ezzel az a) allitast igazoltuk. Megjegvez-
n=1

ziik még, hogy a feladattal a

1
Z—; (x=1),

definicioval megadott Riemann-féle { fiiggvényre kaptunk egy masik elo-
allitast.
b) A (42) egyenlbség az a=1 esetre is igaz. Ebbél a
hat 1
= 1
k=1__
Py

végtelen szorzat n-edik részletszorzatara a kdvetkez alsd becslést kaphatjuk :

@ I1-5-3

= s m’
Ly_l w=t
Pk

Mivel a (44) egyenl6tlenség jobb oldalan 4ll6 sorozat, a harmonikus sor
n-edik 1észletOsszege + -hez tart, ha n— «-hez, ezért
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@s5) lim ]'[ —_=

n—ewkh=1 1——
Py,
A (45) egyenlSségbdl a reciprokra térve azt kapjuk, hogy

(46) hmn (1——>= .
n—=e k=1

Ebbél a 32.¢) gyakorlo feladat alapjan azt kapjuk, hogy
n 1
—_—— + oo,
k=1 Pk
tehat a primszamok reciprokabol all6 sor divergens.

34. Ebben a gyakorlo feladatban a

G
1 n

@n TI'w=-[] —=.
“‘n=1

14=
n

x#0, =1, =2, definicidval megadott fiiggvény néhany egyszer(i tulaj-
donsagat VlZSQaljuk

a) Igazoljuk, hogy a (47) definicié értelmes, vagyis a végtelen szorzat
x=0, —1, —2, ... esetén konvergens.

b) Igazoljuk, hogy

nin*
x(x+1).. (x+ni

c) Mutassuk meg, hogy a gammafiiggvény értelmezési tartomanyaban
minden x-re teljesiil, hogy

'+ D=xl'(x),
ha pedig x=n pozitiv egész, akkor:
T'(n+1)=n

d) Bizonyitsuk be a gammafiiggvény Weierstrass-féle eléallitasanak he-
lyességét:

e f1 ()

ahol ¢ az Euler-féle allando.

'x)= hm
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Megoldads

a) A (47) egyenlGség jobb oldalan allo vegtelen szorzat n-edik tényezg-
jének logaritmusat (ami elég nagy n-re pozitiv) igy irhatjuk fel a Taylor-
formula felhasznaldsaval:

x(x=1) |
Z 2 végtelen sor konvergens, tehat a 30. gyakorlé feladat szerint
n=1

a (47) szorzat is konvergens, ha x=0, —1, —2,

lz ) A gammafiiggvény definicidjit add vegtelen szorzat n-edik részletszor-
zatat alakitsuk at a kovetkezé modon:

(3) ()

A+ 1+=) ...[1+=

1 2 n

x x x h

(l+x)(l+—>...<l+~>
2 n

3 (n+1)*
27T

=n! =
" x(x+1)(x+2)...(x+n)

_[n+1 x nln®
n x(x+1)(x+2)...(x+n)

. . n+1\*
Mivel lim <——> =1, az 4llitast igazoltuk.
n

X .

n—co

¢) Alkalmazzuk az el6z6 el6allitast I'(x+1)-re is. Ebbél a kdvetkez6t
kapjuk:

F(x+l) i nx
m
P'x) ,onx+14n =
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A (47) dsszefiiggésbdl tudjuk, hogy I'(1)=1. Ha x= n> 0 egész, akkor alkal-
mazzuk a I'(x+1)=xI"(x) 6sszefiiggést egymds utan n-szer:

T+ D=nl=n(n-1DT'n-1)=...=n''Q)=n!.
d) A gamma definicibja és a ¢) miatt
) (1 +1)“
(48) T+ =x['w=[] v

n=1 14z
n

A 3l.a) gyakorlo feladat eredménye alapjan:

e}

A (48) és (49) konvergens végtelen szorzatokat tényezéként szorozva a ko-
vetkezd egyenldséget kapjuk:

|'¢

49) e ‘H

TFx+1)e= H —en—

:Ik

ahonnan atrendezéssel:

1

ex x _:n_
F(x+1)=e ,!—='[1 (1+”> e .

Feladatok

29, Igazoljuk, hogy a kovetkezd végtelen szorzatok konver-
gensek és szamitsuk ki értékiiket:

- 9 '
@) nl:I2<1~ n(n+1)> ’

b) E[O A+x2), |x|<1.
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30. Igazoljuk, hogy ha =0, akkor:

Hcs

[+ Sll’] o4

31. Az el8z3 feladat alapjan igazoljuk Vieta kovetkez§ for-
muldjat:

%1 " /1‘/ Vz 21/

(alkalmazzuk a 30. feladatban kapott formulat azg -re).

32. Dontsiik el, hogy a kovetkez6 végtelen szorzatok koziil
melyik konvergens, melyik divergens:

oo

n

a) —
n=tVn241

s
le")

%33. Igazoljuk, hogy ha a [] a, szorzat konvergens és értéke

n=1

o Ti(

1
s, akkor H i is konvergens és értéke P

n=1

% 34. Tudjuk, hogy a H a, és H b, szorzatok konvergensek.

n=1

Mit mondhatunk a kovetkezo szorzatokrol:

a) H anbn ;

n=1
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&) T (a,+b,).
n=1]

% 35. Igazoljuk aRiemann-féle { fiiggvény kovetkezd tulajdon-
sagait (1. 33. gyakorlé feladat):

@) 2eo=3 T,

=1

ahol d(n) az n szam osztoinak szdma, x>1;

b k= 2

n=1

ahol o,(n) az n szdm oszt6i k-adik hatvanyainak osszege, k>0
x—k=>1;

1 _ 5 um)
g(x) n=1 nx ’

c)

ahol x>1, u(n) az un. Mdbius-fiiggvény a kodvetkezGSt jelenti:
w()=1; u(my=(—1), ha n€ T r kiilonboz8 primszdm szorzata,
egyébként u(n)=0.

*36. A kovetkez6 feladatsorozatban azt fogjuk igazolni, hogy
asin x fiiggvény a kovetkezd végtelen szorzat alakjaban 4llithatd
eld:

. i x?
(50) sinx=x ,1131 <l—n27'>

a) A trigonometridbdl ismert
sin (2n+1)a=sin « - p (sin? «)

[p(x) egy n-edfoku polinom] azonossag felhasznaldsaval igazol-
juk, hogy
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. . X
(51) sinx=(2n+1)sin Il -

2n+1

sin? —>
- 2n+1

sin®n

2n+1
b) Jelolje a,™ az (51) egyenl8ség jobb oldaldnak elsS k+2
tényezBjének szorzatit, b pedig a tobbi tényezd szorzatat,

ahol 1<k<n rogzitett szim. Szdmitsuk ki lim a{”=a, értékét

n—+ oo

és igazoljuk, hogy lim b{"=b, létezik. Igazoljuk, hogy

n—+ o

sin x=ay * b.

c) A O<la|<g -re érvényes % || <|sin «|<|«| egyenlStlenség
felhaszn4l4s4val becsiiljiik meg b{™ értékét és ezzel a becsléssel
igazoljuk, hogy

lim bk= 1.
k= oo
d) Az eddigiek alapjan igazoljuk az (50) szorzat-elGallitds ér-
vényességét.

%37, Igazoljuk az un. Wallis-formuldt:

(Alkalmazzuk az el6z5 feladat eredményét x=g-re).
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% 38. Igazoljuk, hogy ha x nem egész szdm, akkor
T
sinzx

Ennek alapjan szamitsuk ki 1"(%) értékét.

T(x)T(1—x)=

%39. Ezzel a feladatsorozattal az a célunk, hogy az n! becs-
1ésére szolgald Gn. Stirling-formulat igazoljuk:

(52) n!=Y2an (3) el2,

ahol 0<&,<1.
a) A 25. gyakorlé feladatban igazolt (23) Osszefiiggés segitsé-
gével igazoljuk, hogy

1
n+—
2 1
e< <]_+l> <el+12n(n+l)'
n

b) Igazoljuk, hogy az
_nle”

T 1
nt—
no 2

sorozat konvergens, és ha lim a,=a, akkor
n— o
-1
ae <a<a,.

¢) A Wallis-formula (37. feladat) alkalmazasdval és az ‘;2;

n

sorozat segitségével szamitsuk ki a értékét (hasznaljuk fel a
(2n)!1t  22(n!)y?
@n—=1!"" (2n)!
azonossigot) és igazoljuk az (52) Osszefiiggést.

40. A Stirling-formula felhasznaldsaval szamitsuk ki a kovet-
kez8 hatarértékeket:
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n

a) lim
n—c "V,?!

!
b) lim 01!

nn’

b
s |

¢) Adjunk jé kozelitést <nn> kiszdmitasara és ezzel egyben

kozelitd formulét is kapunk a 28. feladatban szerepl§ a,, értékre.
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A IV. fejezetben kitiizott feladatok megolddsai

1.a) A sor n-edik részletosszegét igy alakithatjuk 4t:

Do2kp3k 2 (2\k (3N
S E-E 50
k=0 k=0 k=0

. 2 n+l 3 n+1
-6 -6
)

5

—é_é 2 Il+l+§_§ é n+1l
T3 3\5 2 2\5) ~

Ebbdl s, hatarértéke, tehat a sor Osszege:

lim s —§+§——22
hoo " 372 6

b) A sor n-edik részletGsszegét az

1 RVAETS
(Bk—2)3k+1) 3\ 3k—2 3k+1
azonossag felhasznalasaval alakitsuk at:
2 1
%= X BGk=)0kED)

IRV U0 U SRR SN BV
3 474 777" "3n—=2 3n+1)

Y PR
3 3n+1)°

A sor osszege tehat:
. .1 1 1
lim s,= lim 3(1_ Int 1) =3
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c) A sor n-edik részletosszegét hozzuk el8szdr egyszeriibb
alakra a logaritmus tulajdonsigai és trigonometrikus azonossa-
gok felhaszndlasaval:

—1 X x X
s,=In cos §+ln cos §+...+ln cos LT
=In cos)—ccos—x— cos—x—sini2"- 1 =
27 2 e e x|
27 sin —
2"
x x x . X 1
=In °°S§°°S§~-~°05’27;:‘.3m “—2,,_12" 1. — =
2"sm§;
) 1 . sin -
=...=Insinx-——-__ _—]Insinx—Inlx =
ongin X x
sm? E;
sin d
sin x 2"
=In—=—1n
x
2n

Ha n— -, akkor %—»0, igy:

. X
. S0
lim =1.
n-*oo X

2n

Az In x fiiggvény folytonos az 1 helyen, igy:

. X
SN —
n

lim In =In1=0.

n— oo

2"
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A végtelen sor Osszege tehat:
sin x

In —.

X
d) Itt is az s, részletdsszeget vizsgaljuk. Vegyiik észre, hogy ha

az el6z8, ¢) feladatban szerepl részletosszeg k-adik tagjat mint
x fliggvényét derivaljuk, akkor a most Osszegezendd részletdsz-

szeg k-adik tagjanak — 1-szeresét kapjuk:

1 X ,———1 —sin X ). —1——
n cos EE - x 2k 2k_
cos %

1 X

Mivel véges Osszeget tagonként differencidlhatunk, a keresett
részletosszeg az el6z8 feladatbeli részletdsszeg derivaltjdnak —1-
szerese:

) .oxY cos x
—(Insinx—In2"sin — | = ————
sin x

2n
n X X
+2cos§.1_ - x 2 1
-“—“‘2" ) ?——C gx COS? o X x
Slﬂ? o

Hasznaljuk fel, hogy

X
. X B . 2n
Iim cos —=1 és lim ——=1.
n— o 2” n—roco _°* X
sSin -2—”'

A sor Osszege tehdt:

1
;—Ctg X,

71

és érdemes észrevenni azt is, hogy ez éppen az el§z8 sor Osszege,
sin x
In

derivaltjdnak a — 1-szerese.

B
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2. A feltevés szerinta Y. a, sor konvergens; ebb8l kdvetkezik,
n=1
hogy lim a,=0. Eszerint van olyan n, index, hogy ha n>n,,

n= =

akkor O=a,<1. Az utolsé egyenlStlenségbdl 0=a2<a, kovet-

kezik, ha n>n., de ez azt jelenti, hogy a

no e
Y oai+ Y a,

k=1 n=no+1

konvergens sor majordns sora a ) aZ sornak, tehat ez is kon-
n=1
vergens. Az 4llitds megforditdsa nem igaz, mert példaul a

b <o

1 , 1 .
D — sor konvergens, miga Y, ” sor divergens.

pay

n=1} n=1}

3. Igazoljuk elGszor, hogy a Y (a,+b,) sor konvergens. A sor
n=1

n-edik részletdsszege igy bonthato fel:

M=

r,=
P
A

(Clk_‘"b!;): Z ak+ Z bk=s,,+ tn,
k=1 k=1

1
ahols,,ill. t,a Y a,,ill. Y b, sor n-edik részletdsszege. Ebbd]
n=1 n=1

az egyenlOségbdl kovetkezik, . hogy lim r,= ) (a,+b,) 1étezik,
n=1

n— o

s6t az is, hogy

n=1

Z (an+bn)= Z an+ Z bn’
n=1 n=1

Ha most figyelembe vessziik az eddig még fel nem hasznalt

A

a,=0, b, =0 feltevéseket, a,+ b, = 0-t kapjuk, igy az el6z6, 2. fel-
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adatbél kovetkezik, hogy > (a,+b,)? konvergens.
n=1

A Y a,b, sor konvergencidjinak igazoldsahoz elég észrevenni,
n=1

hogy (a,, b,=0 felhasznalasaval)

<a,,+ b, >2 (a,+b,)?
ab,= =

2 4

a szamtani és mértani k6zép kozotti egyenlGtlenség szerint, igy a

- (an+bn)2 N 4 . A
Y =% konvergens sor majordnsa a . a,b, sornak, tehat
4 n=1

ez is konvergens. A sort igy is elGéllithatjuk:

n=1}

oo

£ ab,=( £ @oror- 5 - 5 1)
1 n=1 n=1 n=1

4. Az (a,) sorozat monoton fogyd. Ebbdl kivetkezik, hogy a

> (=1)"'a, sor (s,) részletdsszegei sorozatanak paros indexi

n=1
részsorozata monoton név3, paratlan indexii részsorozata mono-
ton fogyd, ugyanis:

8242 Son 7+ Gan 1= Gop 2= S5
mert

a2n+]_azn+2§0,

Sop41=S2n—17— G2yt Ao 1 =891
mert

— gt g1 =0

Az (s,,) sorozat feliilr6] korlatos, mert péld4ul:
SMEESD
az (s,,_,) sorozat alulrdl korlatos, mert példaul:

Szn___] %Sz.
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AZ (s,,) és (5,,—1) sorozatok kiilon-kiilon konvergensek, kiilonb-
ségik, sy,—s5,_1=a5,~0, igy lim s,,= lim s,,_,=s. Az (s,)

n— > n=r

sorozat tehat konvergens és igy a Y. (—1)"~la, Leibniz-tipusti
n=1

sor is konvergens és s dsszegére mar meg is kaptuk a kovetkez6

becslést:

(53) sy =s5=55,_,

minden n-re. Az (53) becslésb8l kovetkezik, hogy két szomszédos
részletdsszeg eltérése soha nem kisebb, mint a sor s Osszege és az
egyik részletosszeg eltérése, azaz:

]S_Snl = [sn+l - snl = an+ 1
5.a) Itt a gyokkritériumot célszerii hasznalni:

lim V—n=0,
tehat a sor konvergens.

b) A sor véltakozo elGjeld, igy jo lenne megvizsgélni, alkal-
mazhaté-e rd a 4. feladatban igacolt kritérium. Nyilvan elég lesz
az is, ha blzonyos n-t8l kezdve a sor tagjainak abszolut értéke
monoton fogy6. Allapitsuk meg, milyen n-tSl kezdve all fenn a
csokkenés:

n—1 1 n 1
>
nt+l o0 n+2 50
Vn Yn+1
100

l/n+1 n’+n
_——

n  n:+n-2

n 1 2 100
n+1<< - n2+n> '

Eddig ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink. Ha az utolsé egyen-
16tlenség jobboldaldt a Bernoulli-egyenlStlenség (1. 1. fejezet)
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felhasznaldsdval csokkentjiik és kiszamitjuk, hogy az igy kapo't’t
egyenlStlenség milyen n-t81 kezdve igaz, akkor ugyanilyen n-t6l
kezdve nyilvan igaz lesz az eredeti egyenlStlenség:

n 200
_<1_ 5 ,
n+1 n*+n

200 <1___n_
n2+n n+1’
200<n.

Azt kaptuk tehdt, hogy 200-nél nagyobb n-ekre a sorozat mér
biztosan monoton fogyd, tehat Leibniz tétele szerint a sor kon-

Vergens.
¢) A sor n-edik tagjét igy becsiiljiik feliilrgl:
nln’n 1 1
<1+n3 Inn n?lnn n?’

o

Z sor konvergens, tehat az eredeti sor is konvergens.

d) A sor n-edik tagjat az 'i/77<2 egyenlStlenség felhasznalasa-
val igy becsiilhetjiik alulrdl:

1 1 1

=—>—,
n_ 2n

1
I

n

e

1
z sor divergens, tehat a Z —— sor is divergens.

n=1 n=1

1+1
n n
e) A sor divergens, mert
n2—1
n?—1 —lim o1
- T
lim e P+l=e"™® =e~10.

n=* e

6.a) Hasznéljuk fel az a™ "=n'" ? azonossagot (a-rél nyilvan
eleve kikotjiik, hogy pozitiv). A
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sorrol mar tudjyk, hogy Ina=1, azaz a=e-re konvergens,
U<a=e esetén divergens (I. az 5. gyakorlé feladatot).

b) Az 1. fejezet 32. gyakorl6 feladatdban igazoltuk, hogy

lim <1+£+ - +£—ln n> =c=>0,
o 2 n
ahol ¢ az Euler-4llandé. Ennek felhasznalasaval a sor n-edik tag-
jat igy becsiilhetjiik :
k 1 1 K

< <
lnn t lan

L 1_ nn’
a al+2+...+n Inn @ a

ahol k és K alkalmas konstansok. Az el§z8 feladat alapjan teh4t
a sor a>e esetén konvergens, 0<a=e esetén divergens.

c) Az L fejezet 10. feladatdnak felhasznalasival a sor n-edik
tagjat igy becsiilhetjiik:

1 <<(2n—1)!!>“ 1
= eyt ) T =
2¢p2

n

K]

1 1 e i =
(,—__—<—_ nyilvdn lgaZ); igy ha »=>2, akkor a Z Lﬁ sor
V2n+1 Vn

n=1 —
n2
. =1
konvergencidja miatt a sor konvergens, ha z=2, akkora ) ——
=1 —_
" 22
sor divergencidja miatt a sor divergens.

d) A I fejezet 18. feladatdban bizonyitott egyenlStlenséget
az x€T esetre alkalmazva a kovetkez§ becslést irhatjuk fel a sor
n-edik tagjara:
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81 1+..1.>” G(___e:_.._
(_Zlﬁ-7)2< € 1, “(2n+1)°

. Ennek alapjdn lathat6, hogy a sor »>l-re konvergens, «=1

esetre divergens.
e) Hasznaljuk fel a

.7
sin —
. n
lim ——=
-

n—e

hn

osszefiiggést. Ennek alapjan azt mondhatjuk, hogy a sor ugy
viselkedik, mint a

i 7T
n=1 na+]
sor, tehat «>0-ra konvergens, »=0-ra divergens.

Alraianossagban isigazaz, hogy ha ¢, >0€és b,~1, akkor Z a,€s Z a.b,
n=1 n=1

egvszerre konvergensek vagy divergensek, hiszen b, —~1 miatt elég nagy n-te
1 A _ . o
B b,<2, tehit a,>0 miatt 7"< a,b,<2a,. A majorans-minoréns kritérium

alkalmazasaval ebbdl mar adodik az llitas. Ha a, >0 nem igaz, akkor alta-

14ban nem teljesiil az allitds, amit a kovetkezd példa mutat:
o 1 .

A Z (—1)" — sor konvergens és ha === Cont1 =

n=1 n ¥ 2n

n—>o esetén 1+c,~1. A

. akkor
2n+1

d 1
Yo (=)t —(+c,)
4

n=1 "

sor mégis divergens, mert a 2n-edik részletdsszeget igy alakithatjuk at:
2n 1 2n ) 2n 1

S (=D — =Y (- —+ ) (-1 —c =
k= V& k=1 . k=

1 Vi &=t Vi
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2n

n 1
_Z (- l)k___z

(ZA— 1)3/2 Z 2A

Azigy kapott elsé két Osszeg véges értékhez, a harmadik + -hez tart.

f) Eztafeladatot az 5. gyakorl6 feladatban kévetett modszer-
rel célszerli megoldani. Ha 2> 1, akkor a sor 28— l-edik s,._,
részletdsszegét igy becsiiljiik feliilrsl:

1 1 1 1

202 3 A d T R D

S . S
2In*2 " 4In* 4 T T 2k=TIpx 2k—1

S U VR
X ) M TR (e y o b

o

A fels8 becslésként kapott érték a ia («=>1) konvergens sor
n=1 N1

reszletosszegenek konstansszorosa, 1gy korlétos feliilr6l, tehat

syx_y is korlatos feliilr6l, monoton nové is, tehat konvergens

Mivel (s, ), a sor részletdsszegeinek sorozata is monoton nové,

ebbdl mar kovetkezik, hogy a sor konvergens Az =1 esetben

asor dwergens Ehhez elég megmutatni, hogy «=1-re dlvergens

ebbdl a minorans kritérium alapjan «< 1-re az llitas mar kévet-
kezik

_1_<—1——, ha n=3ésa<1|.
nlnn n“In*n

Az =1 esetben a sor s,« részletdsszegét igy becsiiljitk alulrdl:

1 1 1
+ + ot

1
2in2 " \3mm3" 4In4 2KIn 2F
2 2k—1

1
TImatamat T E

L. 1+-1—+ +l
T 2In2 20Tk )
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Mivel k— o= esetén az als6 becslés + o=-hez tart, s, + o, tehdt
a sor divergens.

7. A feladat 1ényegében azonos az 1. fejezet 73.b) feladataval.

3
Ennek alapjan a sor dsszege 3 In 2.

8. A feltevés szerint a Y. a, sor konvergens. Ez, a definici6

n= l e rr r r
szerint azt jelenti, hogy a sor részletdsszegeibdl 4llo gs,,) sorozat
konvergens; jeloljiik a hatarértékét s-sel. A zardjelezéssel kapott

(@ + ..+ a,_D+@,+...+a,,_D)+...+

ny

+(a,,+ U Y SRT) & S

sor részletosszegeinek sorozata s, 1, S,;_15 -+ s Sppyi—1s -+ AZ
(s,) sorozat egy részsorozata. EbbG] kovetkezik, hogy a zaroje-
lezéssel kapott sor is konvergens €s

lim s,,_;= lim s,=s.
k= o n— o

Az 4llitds megforditdsa nem igaz. Az
A-D+1-D+(A-1D+...

sor nyilvan konvergens és 3sszege 0, hiszen minden zardjelben
0 van. A zardjelek elhagyédsaval kapott

1—1+1-14+1-14...
sor nem is konvergens, hiszen a sor tagjaibol 4116 sorozat nem
tart O-hoz.

9.A Y a,b, sor konvergencidjdnak igazolasahoz a sorokra

n=1
vonatkozé Cauchy-kritériumot hasznaljuk fel. Azt kell igazol-
nunk, hogy minden

k
Z an+1bn+1
1=1
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alaku 6sszeg abszolut értékben tetsz8legesen kicsi lesz, ha n elég
nagy €s k tetszGleges egész. Egy gyakran alkalmazhaté fogast,
az un. Abel-féle atrendezést hasznaljuk fel arra, hogy kdnnyen
becsiilni tudjuk ezt az dsszeget:

K
12'1 Uy 1Dy 1=y 1Dy + g abpgat oAb =

=(an+1_.an+2)bn+l+(an+2—an+3)(bn+l+bn+2)+
F(n13= A )b+ b2t b3+ (g —
=i )bppy+ b+

+ a1 (bppi+ ..+ b, )

Beszorzéassal igazolhaté, hogy az atrendezés azonossag. Végez-

oo

ziikk most el a becslést. A feltevés szerint a Y b, sor konvergens,
n=1

igy tetsz6leges e=0-hoz van olyan ng, hogy ha n=>n, és k tetszg-
leges, akkor

k
lz:bn+A<:&
=1
Ennek alapjan:
k
l 2 Aniibny
1=1

+ !a"+2—an+3“bn+1+bn+2i +...+
Flpik1= Gt bpgr+ - bt F A gillby ++

=a,41— gl by +

k—1
+... +b,,+k! <£(IZI ‘an+1-‘an+l+l| + |an+kl> .

Mivel a, monoton az n+ 1 indext6l az n+ k indexig terjed szom-
szédos tagok eltérésének Osszege a két szélsG tag eltérésével
egyenlG, tehat:

k—1
IZ,I [l IR LS (e I E A E S T
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Haszndljuk még fel, hogy (a,) korlatos; legyen K olyan szam,
amelyre

la,|<K
teljesiil minden n-re. Ezzel végeredményben a kovetkez8 becs-
1ést kaptuk:

K ;

% Zan+,bn+,i<3K6,

=1 i

ami tetsz8legesen kicsi, ha n elég nagy.

10. Vizsgaljuk a i a, és i b, sorok négyzetes szorzatanak
n-edik részletﬁsszegné_t: "
r.=ab,+(ab,+ ab,+ab)+ ...+
+(ab,+ab,+ ... +ab,+ ... +ab)=
=(a;+ay+...+a)b,+b+ ...+ b)=s," 1,

2

ahols,ést,jeldlia Y a,és ) b, sorok n-edik részletdsszegeit.

n=1 n=1

Mivel s, és 1, konvergens, a szorzatuk, r, is konvergens €s

lim r,= ) (a;b,+ ... +ab,+...+a,b)=

n= e n=1

=<Z a,,)( b,,)——— lim s, - lim ¢,
n=1 n=1 n—+ oo n—

11. A Cauchy-szorzat kiszamitasdhoz célszer(i kiirni részlete-
sen a két tényez8 néhany tagjat:

1 1 1 1
1+H+ﬁ+ﬁ+ ...+'7E-+‘

2 22 23 n )
1+'1—!+§—!+§+..-+;1—?+...,

a szorzat:
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3T 23!
2+ -1 + 2n-—2 . N 2n—k +
1(n—1)! 2!(n=2)" ST
1 S 1, n! et
+m>+..._n;071—!<2 +——————1!(n_1)!2 +
n! -2 n! n—k —
2,(n 2), +"'+k!(n—k)!2 +...+1>_
o 1 > 3n
Z = +1)= Z —

Kozben felhasznaltuk a bmomlahs tételt.

12. A sorok divergensek, mert a tagok sorozata nem tart O-
hoz:

lim 3 "—+°°
n— oo 2 - ’
. 3\-1 1
e
Irjuk fel kiilon a sorokat:
3 3 5 cee— 5 ey
3o 1) 4 3V (5,
(o) 3o 2) e (o 2)

3\#! 1
+ <—2-> (2 2n—r1>+

a szorzatsor:

1 3 3/, 1 1 3
]+<2+?—2) 2<2 +§§ 2—52--“—2'>+...+

412

3 ol n 1 n—1 n—2 1

333
-...—2——'——>+...——1+Z+§’§+...4—

! ! 2 (3

| 1
3\"! i 1 1 2n
+<§) 2n—2 +l+,,n+1 3 1
2
3 /3)\? 3\ 1
=1+Z+(Z> ++<Z> (Fﬁ'i"i;)“l‘

-5

A kapott sor konvergens, s6t abszolut konvergens.

13. A
= (=1
2T

n

sor konvergens, mert Leibniz-tipusi sor. Szamitsuk ki a sor 6n-

magdval valé Cauchy-szorzatat! A sor:
1 1 1 1
lm——f————f (= D) —+
V2 V3 V4 Yn

a szorzatsor:

( 1 1 ) ( 1 1 1 )
I\ —=t—= )=ttt — )
Y2 V2 Y3 V2¥Y2 V3

ot
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1
+(—1)"-1<i_+7———+...+—7——-1————+ S
Vn V2Vn—1 Vk+1Vn—k

R
Vn }

A kapott sor divergens, mert a tagok sorozata nem tart 0-hoz.

Ezt a kovetkez8 — szdmtani, mértani kdzép kdzotti egyenlStlen-

séggel bizonyithaté — egyenlStlenséggel igazolhatjuk:

__n+1
Vitlhn—k="7 >

1 _ 2
Vik+ 1Vn—k n+1’
1 1 1
—t——t.. .. ==
Yn V2Vn+1 Vi+1Vn—k Vn
>nﬁ—+—T—1

14. Azt kell igazolnunk, hogy a
(54) il layby+asb,_y+...+a, 1by+a,b|
végtelé; sor konvergens. Az (54) végtelen sornak az
59 % (allba+lasl byl .+ ol
majorans sora, igy elég igazolni, hogy (55) konvergens (az (54)
sor tagjai nemnegativak). Az (55) sor viszont a i la,| és i |b,|
n= n=1

sorok Cauchy-szorzata, amirdl tudjuk a 14. gyakorl feladat
alapjan, hogy konvergens és

59 3, Galbi+...+infibh=( 5 ted)( £ ).

n=1 n=1
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Az (56) egyenl@ségbll a majorans kritérium alapjan a sor dssze-
gére a kovetkezd becslést kapjuk:

S oyt rabi=( % lal)( L 10).

n=1

1

N

. Mutassuk meg el8szor, hogy az abszolit konvergens

> a,és Z b, sorok tagjaibdl képezett a,b; alaki tagokat a

n=1| n=1

Cauchy-szorzatbeli sorrendben sszeadva a kapott sor, azaz az

(57) a,by+ aby+ aby+ abs+ aby+asby+- ...+
+ albn+ azbn_ 1 + ...+ a,_ 1b2+ a”b] +

sor (zardjelek nélkiil!) abszolut konvergens. Mivel az abszolat
konvergens sor tagjait tetszlegesen atrendezhetjiik, ebbdl ko-
vetkezik az 4llitds. Az (57) sor azonos az el6z8 feladatban sze-
repld (55) sorral, igy onnan mar tudjuk, hogy konvergens.

16.a) Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot:

. (n )t om0
Jim G M

= lim <1+5> xl=elx],
e n

1
tehat |x|< 1 esetén a sor konvergens, |xl> esetén divergens.
Vizsgéljuk meg a sort a iE helyen. Az A helyen a sor:

=
Y .

n=pen!

A sor viselkedésének eldontésére probaljunk becslést keresni az
n-edik tagra. Azt mar tudjuk, hogy ha a,-nel jel6ljitk a sor n-edik
tagjat, akkor
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(143)
i\ "/

a, e

Hasznaljuk fel a 17.a) gyakorld feladatban mar alkalmazott

( 1>n

1+-

2n h 2n+1
<<

<<
2n+1 e 2n+2
egyenl@tlenséget, n=1, 2, ..., n—1 esetre:

2 a, 3
—<—<—,
3 a 4
4 a; S
54, 6

2n——-2< a, 2n-1
2n—1 a,_; 2n '

A kapott n—1 egyenlGtlenséget dsszeszorozva ezt kapjuk:

2-4...2n—2) a, 3-5...2n—1)

58 Gn
58) 3-5..0n—1) a, 4-6..2n

. 1 . .
Tudjuk, hogy a=- és az 1. fejezet 10. feladata alapjan:

1-3-5...(2n—1)< 1
2:4-6...2n }/m'

(59)

Az (58) egyenlStlenségbll (59) felhasznaldséval a kdvetkez8
becslést kapjuk a,-re:

2

V2n+1
<< —
V2n +1

60
(60 o <a,

11
4

L
V2n+1 e

1
< -
e
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A (60) egyenlStlenség azt mutatja, hogy a,—~0 teljesiil ugyan,
de a

1
V2n+1

Q| =

2
n=1

divergens sor minordns sora a vizsgalt sornak, tehat az is diver-
gens.

A —le helyen a hatvanysor

nn
e'n!

6D T (-1

alaku. Az n-edik tag abszolut értékérdl (60) miatt tudjuk, hogy
0-hoz tart. Ha még az is igaz, hogy monoton fogyva, akkor a (61)
sor Leibniz-tipust, tehat konvergens. Az

(ntpmt _ n
e"tl(n+1)!  em-n!

egyenlGtlenség ekvivalens az

(1+—1-)n<e
n

egyenlBtlenséggel, ami igaz, tehat a (61) sor tagjainak abszollt
értékébdl 4llé sorozat monoton fogyo, a sor konvergens.

. . . 11
A hatvanysor konvergenciatartomdnya tehat a l:—-z, E)
félig zart intervallum.

b) Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

Va=1 x| _|xl

lim 3 3

nre Yy

27 Hatarértékszamitas 417



tehat |x|<3-ra a sor abszolut konvergens, |x|>3-ra divergens az
x= =3 helyen a sor divergens, mert az n-edik tag abszolt értéke
nem tart O-hoz:

n—1
lim ——= + o,

ne 3

A hatvanysor konvergenciatartomdanya tehat (— 3, 3).
c) A gyokkritériumot célszerd alkalmazni:

VixP _|xP?
Nim ==

A sor konvergenciatartomdnya a (—2,2) intervallum, mert
a 12 helyen a sor divergens.

17.a) Példaul a hanyadoskritériummal azonnal lathatd, hogy
a sor konvergenciatartomanya a (—1, 1) intervallum. A sor a
+1 és —1 helyen divergens. Kénnyen észre lehet venni, hogy a

(62) 3 nxn—!
n=1

hatvanysort a

(63) Y xn
n=0
hatvanysor tagonkénti derivaldsival kaphatjuk meg. Igazoltuk,
hogy a hatvanysor Osszegfiiggvénye a konvergenciaintervallum
belsejében differencidlhato és derivaltja a tagonkénti derivaldssal
1

kapott sor Gsszege. A (63) sor Osszegfiiggvénye (— 1, 1)-ben -
igy ennek derivéltja a (62) sor Osszege, tehdt:

a= x)z Z”" b=t

418

b) Irjuk az adott hatvanysort a kovetkezS alakba:

L C

¥A\2 = x2>n—
== nl = .
( 2> n; ( 2
Az atalakitassal kapott sor az a) feladatban szerepls sorbol ugy

2\ 2
adodik, hogy x helyett — -t helyettesitiink és a sort (’;) -nel

szorozzuk. Igy az Osszege:

2

x2\2 1 x4
(”2‘) ( x2>2 JCEEDL
1—=
x2
és a sor konvergens, ha =-<1, azaz |x|<V2.

2
c) A

(64) >, n(n+1)x"
n=1

sort a

(65) Z nxnti

sor tagonkénti derivalasaval kapjuk. A sor konvergenciatarto-
manya a (—1, 1) intervallum. Hatarozzuk meg el8szdr (65) Osz-
szegét. Ha atalakltjuk igy:

i nxn-(—l___XZ Z nxn—l’
=1 n=1

akkor az a) eredményének felhaszndlasival mar tudjuk, hogy
osszege:

x2

(66) o
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A (64) sor Osszege (66) derivaltja:
2x

=3 ha |x|<l1.

18. A bizonyitandé egyenl@séget

M8

a,rrxn= Zo (@ptapr+...+a,mx"
=

n=0

e | O it
alakban is irhatjuk. Az — fliggvény a ”;0 x" sor Osszegfiigg-

vénye az |x|<1 intervallumban. (67) helyett tehét elég igazolni
hogy |x|<1-re: ,

(68) ( ZO x") ( ZO a,,r"x") =Y (agtay+...+amx"
n= n= n=0

A (68) egyenlb’ség jobb oldaldn a két tényez8 |x|< 1-re abszolit

kpnvergen§, igy Cauchy-szorzatuk, ami éppen a baloldal, szin-

tén abszolit konvergens, igy az egyenlSség igaz.

19. Az 4llitas igazoldsahoz azt kell megmutatnunk, hogy az

(69) I.f(xr)— i arn

I = |
Z a,r’x"— Z a,rm
0 n=0 n=0 |

kiilonbség tetsz8legesen kicsi, ha x<1 és x az 1-hez elég kozel
van (ekkor ugyanis rx<r és rx is kozel van r-hez). Az

I=(1-x) Y x7, |x|<1
n=0

egyenldségbdl kovetkezik, hogy

s=(1-x) i 5 x",

n=0
ahol

s=Y aprn
n=0

420

frjuk ki s,-et:
S,=ay+ar+...+ap".

Az el6z8 feladat eredményét alkalmazva a (69) kiilonbséget a
kovetkezs formaban irhatjuk:

(10) [fn— 3, al=[1=x| T (s,=9x",
! n=0 n=0 !
Ha n elég nagy, akkor |s,—s| tetszSlegesen kicsi. Legyen £>0

s £, .
adott szam és vélasszuk ny-t olyan nagyra, hogy |s,—s| <3 telje
siiljon. A (70) bal oldaln 4116 Gsszeget két részre bontjuk.

+ 10 oo

@) e =si=1=x Y, (= +1=x] T sl

in=0 n=no+1
A (71) bal oldaldn 4ll6 mésodik tagban ls,,—-sl<§, igy ezt a
tagot a kovetkez8képpen becsiilhetjiik :

oo

Hex] Y |s,=slixlr= il—x|xot! ¥ |xl"=
n=no+1 2 n=0

8 ot L & el &
_211 xHxl l_lxl zlxi <2'

(Kozben felhasznéltuk, hogy 0<x< 1, tehat |x|=x és xmotl< 1'.)

A (71) bal oldalénak els3 tagjaban a szorzat elsd tényezGje,
11— x| tetsz6legesen kicsi, ha x elég kozel van 1-hez. A masodik
tényez8 x<1 miatt igy becsiilhetd:

» no no no
Y (s, 9xm= ) s, —slxn< Y s,— sl
In=0 n=0 n=0

A kapott fels§ becslés egy x-tdl fiiggetlen, rogzitett szam, tehat
(1—x)-szel szorozva tetszSlegesen kicsi lesz, ha (1—x) elég kicsi

. Ezzel Abel

no

2 Is,— sl
n=0

pl. %-nél is kisebb, ha 0<1—x<

tételét igazoltuk.
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20. A

had xn
n=0 n!

hatvanysor konvergenciatartoménya (=, + ), igy f(x) min-

deniitt értelmezve van. Az f( i
. xy) * f(x,) szorzat kiszamitasa -
kalmazzuk a Cauchy-szorzast: ) ra ol

2 3
_ X, X, X x5
f(-¥1)*1+1‘!1—2—!+3—;+...‘f‘n-:'i-...,
2 3
X X X n
X :1 “2 2 _2 xZ
S(x3) +1!+2!+3!+...+;1—!+...,

Xi+x, 1
JGe)f(xep)=1+ l1! 2+ﬁ(xf+2x1x2+x§)+

1
37 (i 3xix,+ 3x 24 X3 + .. 4+

‘f‘l x"—{- n! n—1 n! :
ni\ 1! ll(n—l-)—!xl x2+"'+mmx?_kxé+

+...+x§>+.._,

A binomialis tétel felhasznalasival a szorzat igy irhaté:

+ 2
O N k.

(xy+x,)"
+ n! +...:f(x1+xZ)

€s ezt kellett igazolni.

21. Jelsljiik

legyen: S(x)-szel a hatvanysor Osszegfiiggvényét, azaz

n!

=3,
n=0
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Tudjuk, hogy f(x) értelmezve van a (— oo, + =)-ben. A defini-
cidbodl kovetkezik, hogy f(0)=1 és az 1. fejezet 37. feladatabél
azt is tudjuk, hogy f(1)=e. Az el6z8 feladat alapjan, ha n=>1
egész szam, akkor

FfW=fl+1+ ...+ D=(f()=e"

Ha n=1 egész, akkor ugyancsak az el6z8 feladat alapjan:

Legyen most g €T, akkor

e=f(1)= f(;11+ . +3) - <f<%>> ,

tehat

G-+

Ha rzg7 , ahol p egész és g € T, akkor hasonldéan adodik, hogy

0+

gy mar tetszSleges r raciondlis szimra tudjuk, hogy
fin=e.

Hasznaljuk még fel, hogy f(x) mindeniitt folytonos, hiszen egy
hatvanysor odsszegfiiggvénye a konvergenciatartomdny belsejé-
ben mindeniitt differencidlhatd, tehat méginkabb folytonos.

Ha x tetsz8leges valds szam, akkor van olyan raciondlis szi-
mokbdl 4116 r, szdmsorozat, hogy lim r,=x. A folytonos fiigg-

n— oo

vény definicidja, a sorozat és fiiggvény hatdrértékének kapcso-
lata alapjan ekkor a kovetkezSt kapjuk:

f(x)=lm f(r,)=lim &"=e¢*,

n— oo n=r
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hiszen az e* fliggvény mindeniitt folytonos. Ezzel tetszSleges x-re
1gazoltuk, hogy f(x)=e".

22.a) A fiiggvényt

:(1 +x)__l—3

3
Vitx

alakban irva lathat6, hogy a binomialis sorfejtést célszer(i alkal-

. 1 ., . , .
mazni x= —3 esetre. Szdmitsuk ki a hatvdnysor egyiitthatéit

A ) ()

—(—1) 1-4-7...(3n-2) ‘

3. n!
A sorfejtés tehat:

1 - 1-4...3n—
— =1+ Z (_~ 1" _______'(_z"l__z_). xn,

V1+x

ami [x|<1-re biztosan érvényes. Vizsgaljuk meg a 1 helyet.
Ehhez célszerii a hatvénysor egyiitthatdinak abszolut értékébdl
allo
1-4...3n—-2) 1-4-7...3n-2)

" 37 nl T 3:6:9...3n
sorozat viselkedését megnézni. Ehhez felthaszndljuk a k=2-re
érvényes

3k-3 - 3k—2 B 3k—3

3k+1 3k 3k-2

egyenlGtlenséget. Ha ezt a k=2, 3, ..., n esetekre felirjuk és a
kapott egyenlStlenségeket 6sszeszorozzuk, akkor a kovetkezd
becslést kapjuk:
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—_ W
Sl

A

ol =

A

QU .

3n—3 3n—2 3n-3
< << N
3n+1 3n 3n—2

_3_ _}_<_____.___4 .L<3a <l a
9n? a, 3n(3n+1) a, " 3n "

ahonnan a,-re azt kapjuk, hogy ha n>1, akkor

(72) S<a<——.
3n 3Vn

Ez a becslés azt mutatja, hogy a — 1 helyen a hatvanysor di-
vergens, mert az

= 1-4...03n—2)
42 3.6

=1 . .,
sornak a Z e sor divergens minordns sora. Az 1 helyen a
n=1 n

sor konvergens, mert az

o 1+ 4-(3n—2)
1*,,;("1) 3-6+3n

sor valtakoz6 elSjeldl, a (72) egyenlStlenség szerint a tagok ab-
szolut értéke 0-hoz tart, méghozza monoton fogyva, mert

_g il
an-i-l_an 3n+3 ne

A sorfejtés tehat a (— 1, 1] félig zart intervallumban érvényes.
b) Alakitsuk at el6szor az adott fiiggvényt a kovetkezd fogds-
sal:
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1 _ l—x_(1 )‘ 1
1+ x+x24+x3 1—x4 X x4

ha |x|7 1. Az atalakitassal kapott fuggvenyt mar kénnyi sorba-
fejteni:

1
1_x4=1+x4+x8+...+x“"+...

ha |x|<1, és a kapott sort 1 — x-szel szorozva:
1

I+ x4 x24x3

+ x4n_ x4n+l +.

ha |x]<1. A +1 helyeken a sor divergens (bar az adott fiigg-
vénynek az 1 helyen van értelme).

¢) A keresett sort az e fiiggvény hatvanysorabél kaphatjuk
meg:

=l—x+x*—x54x8—x%+ ... +

7 3 xZnﬂl xZn
e-—1+1'+2'+3, . ”'+(~_2n—_1ﬁ+(2—n)!+
x2 X3 x2n—1 x2n
—-x=1_ +

T TR TR o P YA P v

A sorokat tagonként dsszeadva és 2-vel osztva:
X —x 2 4 2n

cte S PR AN A .
2 21 4! (2n)!

A sorfejtés (— oo, + o)-ben érvényes.

Ayt

23. A 22.a) és c) gyakorl6 feladatban alkalmazott médszert
hasznal_]uk fel itt is. Tudjuk, hogy (— 1, 1)-ben arc sin x differen-
cialhaté és

(arc sin x)'= ! .
1—x2
A feladatban szerepld
2n—1)!1 x2+l

(x) x+n§l '—(ﬂ)—”— E-}— 1
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sor |x|<1-re konvergens (hdnyadoskritériummal lehet ellen-
8rizni) igy f(x) a (—1, 1)-ben differencidlhaté és

20— 1!
Fw=1+ 3 G

n=1

A 23.c) gyakorlé feladatbdl f’(x)-et is meghatarozhatjuk, mert

sorfejtésébdl tigy keletkezik,
1+x
hogy x helyett — x2%-et helyettesitiink, tehat

f'x)=

azf’(x)-re kapott sorfejtés az

V 1— ‘cz
Azt kaptuk tehat, hogy 'x|<1-re
(arc sin x—f(x))’'=0.

Az arc sin x— f(x) fiiggvény tehat (— 1, 1)-ben konstans és mivel
arc sin 0—£(0)=0,

arc sin x=f(x)
ha |x|<1. A hatvanysor az 1 helyen

2n—-1D 1
(73) 1+ Z ( 212;1)” 2n+1

n=1

konvergens, mert az L. fejezet 10. feladatéabdl tudjuk, hogy

(2n— 1)!!< 1
@) il
tehat az
hd 1
1+ Y
n=1 3
2n+1)?

konvergens sor majordns sora a (73) sornak. A sor —,l-re is
konvergens, mert éppen a (73) konvergens sor — 1-szeresét kap-
juk, ha x helyére — 1-et helyettesitiink.
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24. A feltételekbd] tudjuk, hogy az f(x) fiiggvényre a 0-koriili
Taylor-formuldt (—r, r)-ben tetsz8leges n-re felirhatjuk:

(n)
=10+ LD
S s
(n+1)!
Az f(x) fiiggvény O koriili Taylor-sora, azaz a
FROW
=0 n!

sorn-edik részletosszegének eltérése f(x)-t61 — | f(?(&)! < K miatt
— igy becsiilhetS a Taylor-formula felhaszndlasaval:

k)
- 50

k=0

lx]n—!—l K rn—LlK
(n—f—l)! (n+ 1)

fIA

A kapott fels6 becslésrdl tudjuk, hogy 0-hoz tart, ha » tart a
végtelenhez, ezzel az 4llitast igazoltuk.

25.a) A sor Osszegét a 23.c) gyakorld feladatbdl mdr tudjuk:

. (=D
,/~“1+,,Z~ (D"
ott éppen Abel tétele alapjan allapitottuk meg, hogy az — L
Fl+4+x

sorfejtése x=1-re is érvényes.

b) Irjuk ki részletesen a sor 2n-edik részletosszegét és alakit-
suk at a kovetkez8 modon:

1 1
—_ 1)1 _ - 1V —
+...+(=1 2n_1+( 1) o
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. 11 ey 1 .
=l—gtz— (D

1 1 n-l_l_
2(1_2+§— ~+(=D) n)'

A 22. ¢) gyakorld feladatbdl tudjuk, hogy

(11 o 1 =z

az I. fejezet 72. feladatdabol pedig

. 11 AN
11m<1—§+§-—...+(—1) n>—-ln2,

‘N e

Ennek alapjan:

. 1
lim s,,==—z1n2.
e 2n 4 2
o 1 . .
Mivel !Sz,;+z—52ni=§m—*0, ha n—e, ezért s, is konvergens

¢s ugyanez a hatdrértéke, tehat:
n{n—1)
(— 1) 2 a1

26. A sin x fiiggvény 0 korili Taylor-sorat hasznaljuk az

1°=% helyen. Mivel a kapott sor Leibniz-tipus(, ezért, ha a

sor értékét kozelitGleg az m-edik részletdsszegnek vessziik, az
elkovetett hiba kisebb, mint a sor n+ 1-edik tagjdnak abszolut
értéke. Azt kell tehat megvizsgilnunk, milyen n-re igaz, hogy

a2 \H 1
<T8_0) Cn+ ! 108
Mivel

7 4 1 1
— L — T ——— < —
180 180 45 40°
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az egyenlGtlenség n=2-re mar igaz, mert
A1 1
405 5! 108
ekvibvalcns a
4035+ 5!>108
egyenlGStlenséggel. Az utdbbit igy lathatjuk be:
40°-5!=45-10°-12-10=4- 162- 12 - 105>108.

Eredményiink azt jelenti, hogy a

1ot (T 31
S ~180 \180) 31
kozelitéssel elkdvetett hiba 10-8-n4l kisebb.

27. A 25. gyakorld feladatban In 2 értékét mar kiszamoltuk
10~? pontossaggal. Az ott felhasznalt (23) elG4llitast hasznéljuk
fel itt is a kovetkez8 modon k=4-re:

In10=In2+In5=In2+In4 +

T (I RN S
97398 T T yorEl T v )T
2 1 1
_3ln2+§<1+3-81+"'+(2n+1)81"+"')'

Olyan n-et kell keresniink, amire teljesiil, hogy a zdrdjelben 4116
végtelen sor helyett annak n-edik részlet6sszegét vessziik, akkor
az elkovetett hiba kisebb, mint 106 (ekkor a végeredmény hiba-
jat a miveletek elvégzése utdn 10~> ald tudjuk csokkenteni).
Azt kell tehat megnézniink, milyen n-re teljesiil, hogy a sor n-edik
részletosszegének és a sor dsszegének az eltérése 10—6-ndl kisebb.
Becsiiljiik feliilr6l az eltérést:

1 " 1 n 1
(2n+1)81"7

Bnr3)si T G ok DRIHE
1 1 1
...<m<l+ﬁ+...+’8‘i?+...>—

-+
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_ 1 81 1
“(n+1)817 80 (2n+1)80- 8171

A kapott fels§ becslés n=4-re mar kisebb, mint 106, mert
9-80-813>9-80*=9-8%-10%*=
=9-642-10*=>10°,

tehat:
1 1
9-80-813 106°

Ennek alapjan:

mi0~3m2e (1ot L L )
n10x3n 2+t It s grt 53 T 785 )
=230 258.

28.a) Az Altaldnos eset vizsgdlatanak megkonnyitésére néz-
ziink el8sz6r néhdny specidlis esetet. n=1 esetben 2 pontunk
van, ezeket nyilvan egyféle modon kothetjilk Gssze. n=2-re a
4 pontot kétféleképpen kothetjiik ssze a feltételeknek megfelel6
modon (115. 4bra).

P
P1 / z
N P, \_’/

115. abra

Az n=73esetre mar 5 lehet8ségiink van, amit igy szdmolhatunk
Ossze: jelolje Py, Py, Ps, Py, Ps, Pg a kor keriiletén felvett pon-
tokat pozitiv koriiljarasi iranyban (116. abra). P;-et P,-vel, P,-
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116. 4dbra

gyel vagy Pg-tal kothetjiik Ossze, hiszen ha pl. Py-mal kétnénk
0Ossze, akkor P,-t a kimaradt pontok koziil akarmelyikkel Gssze-
kotve olyan hurt kapnank, ami metszi P;P,-at. A P,P, 6sszekd-
tésekor a kimaradt 4 pontot még kétféleképpen kothetjiik Gssze
a P,P, esetben a meghtzott hur két oldaldn levé 2—2 pontot
egyféleképpen kothetjiik ssze, a PP esetben ismét 2 lehetGség
van a tobbi pont Osszekotésére, igy Osszesen 5 lehetSséget ka-
punk (a 116. 4brdn a PP, esetet szemléltettiik).

Az 4ltalanos esetben is jeldljiik a kor keriiletén felvett ponto-
kat pozitiv koriiljardsi irdnyban rendre igy: Py, P, ..., Py,
Az Osszes lehetGségek szdmat, a,-et, itt is tigy szamoljuk Gssze,
hogy megnézziik, P;-et milyen pontokkal kothetjiik Gssze és egy

Pa

sz + —
. PZk-l

117. abra
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ilyen osszekotéshez a kapott hur két oldalin levs pontokat
hanyféleképpen tudjuk Osszekotni. A Pj-et csak paros mde)fu
ponttal kothetjitk Ossze, mert a kapott hur mindkét olglalan
paros szamt pontnak kell maradni. Ha 1=k=n tetsz()leg?s
szdm, és P,-et Py-val kotjikk Ossze (117. dbra), akkor a hur
egyik oldaldn 2k—2 pont, a masik olgialén 2n——?k pont"marjd.q.
Ezeket egymdstdl fiiggetleniil a,_, ill. a,_, mdédon kot’}}e’tjuk
Ossze, tehat a P,P,, OsszekOtéshez tartozd Osszes l'ehetosegek
szdma a,_,a,_,. A k értékét 1-t6l n-ig valtoztatva és a kapott
Osszekotések szamat dsszeadva az dsszes lehet8séget megkapjuk,
tehat:

a,=aga, 1+ ad, ,+...+a, 2a;+a,_a;
(ahol ay=1).

b) Legyen f(x) az (a,) sorozat generatorfiiggvénye, azaz le-
gyen:

f(x)= i a,x".

Tegyiik fel, hogy a sor konvergenciasugara r=0 (teijes induk-
, ahonnan ez kovetkezik).
3

(h+12

cidval igazolhatd, hogy a,<

Az xf(x)=g(x) fiiggvény négyzetét Cauchy-szorzassal szadmit-

hatjuk ki:
gx)=apx+ax*+ax3+ ... +a,_x"+...,
g3(x)= agax*+(apay + a,a9)x> + (g, + @, + 4,8 X"+
U (710 T S 20 BEP SO o R Y b Al S

Az a) részben kapott eredményt felhasznalva g*(x)-et igy irhat-
juk:

gEx)=a x>+ a3+ ... +ax T+ =g(x)—x,
mivel a,=1. A g(x) fiiggvény tehat kielégiti az
y=y+x=0

28 Hatdrértékszamitds 433



egyenletet. Ennek gyokei:

J,‘_

tJI —

Tudjuk, hogy g(0)=0, ezért g(x)=l—% V1—4x.

¢) A b)-ben kapott g(x) fiiggvényt fejtsiik el@szor 0 koriili hat-

vanysorba. A V1—4x=(1—4x)"? sorfejtését az (1+x)"? sor-
fejtésébdl kaphatjuk meg, ha x helyére —4x-et helyettesitiink.
A binomidlis sorfejtést alkalmazhatjuk. Szdmitsuk ki el8szdr az
egyiitthatokat:

) 406 )

n n! N

_ woq 1°3...2n-3)
B T

Ennek alapjan:

oy 1°3...(2n=3)
g(x)—————(l-l—Z( 1) l-g%-- >

n=1

1:-3...(2n-3)
n=1 n!

_ w1 1-2-3...2n=-3)2n-2)
=2 ((—D)1) =

_y 1l @=L (2n) L
_n=ln ((n__.l)!)2 _,,=0n+1 n X ?

ahonnan az f(x)-re az f(x)=xg(x) Osszefiiggés alapjan az

= 1 [2n
f(x)=n=0n+—l<n>x

sorfejtést nyerjiik. le<71 -ben a sor konvergens, ellenGrizhetd,

dn—lyn—
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hogy eleget tesz a kovetelményeknek, igy az f(x) sorfejtésének
l€tezésére vonatkozo feltételt jogosan alkalmaztuk. Az a,-re a
kovetkezd képletet kaptuk:

1 (2n>
a,=—— .
" n+1\n

29.a) Vizsgaljuk a végtelen szorzat n-edik részletszorzatat:

n 2 K k=2
p":H<1_T(-kT1)) U e =

k=2
(k——l)(k+2)

H Tk(k+1)
_1-42-5 3-6 (n—2)(n+1)_(n—l)(n+2)___
2:3 3 4 4-5 (n—1m n(n+1)
_ing2
T 3n+1°

A lim p,= % Osszefiiggés alapjan a szorzat konvergens és

o 2 1
1) =5

b) Az n-edik részletszorzatot hozzuk zart alakra tugy, hogy
(1— x)-szel szorozzuk is és osztjuk is:

o=+ )1+ x)(1+x%. .. (1+x¥)=
_ (=) () L=x

=% ==y

2n+1

. 1
Ha |x|<1, akkor lim x¥" *'=0, igy lim Pn=1— , tehat:

n— o n—*oo
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30. Irjuk fei az n-edik részletszorzatot és szorozzuk is meg osz-
. . %
szuk 1s 2" sin > -nel:

~

A A€ x
Dp=CO0S8 = COS =—...COS —=

2n 2/1—1 2
= L 2" sin — COS — * 0s * cos “
- o o 271 on 2n—1 ot 2
27 sin — >
1 4 % x
— n—1 - S —=
_—————2n — 2 sin e [ COS 57— 1 .COs 5
sin —2—;
_ sin «
s e e —'—. “
n _—
2" sin o

Szamitsuk ki p, hatarértékét n— o esetén:

74

i . sinx 2" sin #.
im p,= lim . =
Pn o x P

sSin ?;

n— oo n— =

o r e . . v roroer
mert E;—»O, ha n—o ¢és igy a masodik tényezG hatdrértéke 1.

31. Haszndljuk fel a trigonometridbdl ismert

CSzc__‘/1+cos<x__‘/14_1003OC
837 2 V272

1 1 , -
azonossagot. Mivel cos Z-—V——- 50 ezért az el6z6 azonos-
2

sdgbol és a 30. feladat eredményébdl oc:'; esetben kovetkezik az
allitas:
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_1/51/1+11/I.]/1+11/1+1Vf
V2t 2t2¥2 P o2tar 2tay 2

32.a) Vizsgéljuk a tényezSk logaritmusaibol alkotott végtelen
sort:

d 1 n?

Z 20
A sor abszolut konvergens, mert

n? n?+1 1 1

0<hn 2+1| ~In o g=ln " _1n(1~r?><;5,
és a

o 1

P

sor konvergens majorans sora az abszolut értékekbdl 4116 sor-
nak. fgy a végtelen szorzat konvergens.

b) A tényezBk logaritmusaibél 4116

o 1 1
n;] E ln<1 +;l-)

sor konvergens, mert

O<In<1+l><l,
n/ n

=3

igy a ) pes sor konvergens majordns sor. A végtelen szorzat

n=1

konvergens.
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¢) A 32. gyakorlé feladatban igazolt kritériumot hasznéljuk
fel a szorzat vizsgélatéra. E szerint a

szorzat akkor és csak akkor konvergens, ha a

o

Ix|* < f Ix]\”
255 (5

n= n=1

végtelen sor konvergens. Az utébbi nyilvén | x| < 2-re konvergens,
tehat ugyanitt konvergens az eredeti végtelen szorzat is.

33. A feltétel szerint:

lim p,= lim [] a,=s0.

n—rco n—oo k=1
oo

Vizsgéljuk a || — szorzat n-edik részletszorzatat:

n=1 an
11 1
lim H — — ==
n-w k=1 9% n»wal a a,
_ 1 1
==
lim [] a,
n—e k=1

mivel s7=0. A kapott eredmény szerint tehét
it
a=1an S°
34. Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket:

n n
Dn= H Qs 4p= H bk’
k=1 k=1
=1l a q=]] b
k=1 k=1
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w

a) Allapitsuk meg a [| a,b, szorzat n-edik részletszorzataibol

n=1
all6 sorozat hatarértékét:
lim H a;b,= lim H a, lim H b=

n—o k=1 n—o k=1 n—+o k=1
= lim p, lim ¢,=pq#0,
n— oo n—r oo

mivel p, g#0 (az eredeti szorzatok konvergensek voltak). Azt
kaptuk tehat, hogy konvergens végtelen szorzatokra érvényes a

[Tab=Ila.,Ilb
n=1 n=1 n=1

Osszefiigges.
b) A svorzatot

Ha

n=1 n

alakban is irhatjuk és a 33. feladat, valamint az a) feladat alkal-
mazasaval azt kapjuk, hogy

an

10:18

5=

n=1

Q"‘la
i:!a
EU"

c) A H (a,+b,) szorzatrdl tudjuk, hogy divergens, hiszen

ha H a, és H b, konvergensek, akkor lim a,= lim b,=1, te-

n-=*co n—r oo

hat hm (a,,—l—b,,) 2, ez pedig azt jelenti, hogy nem teljesiil a

konvergencia sziikséges feltétele.
35.a) A ( fiiggvényt x>1-re a kovetkez$ definicioval adtuk
meg:
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) =Y .

n=1

A &%(x) kiszamitasdhoz hasznéljuk fel, hogy a (74) egyenlség
Jobb oldaldn 4116 végtelen sor x>1-re abszolat konvergens,
tehat a 15. feladat eredménye szerint az 6nmagaval valé szorza-
tat ugy képezhetjiik, hogy a sor tagjaibdl alkotott dsszes lehet-
séges kéttényer3s szorzatokat tetsz8leges sorrendben Osszeadjuk.
Szamoljuk Ossze, hogy a kapott végtelen sorban egy rogzitett

1
n-re hanyszor fordul el§ pr3 alakt tag. Ilyen tagot két, olyan

1
= és = alaki tag szorzataként kaphatunk, amelyekre k/=n

teljesiil. Nyilvan annyiszor kapunk ilyen tagot, ahdnyféleképpen
n-et felbonthatjuk két pozitiv egész szdm szorzatara (a kil és lk
felbontds itt két kiilonbozd felbontasnak szamit). Ilyen felbontas
pedig d(n) szdmu, azaz annyi van, ahany osztdja van n-nek.
Hiszen, ha k osztdja n-nek, akkor van olyan / egész, hogy ki=n
és forditva, ha ki=n (k, | egészek), akkor k osztdja n-nek. Ezzel
igazoltuk az allit4st.

_ b) Ittis abszolut konvergens sorok szorzasat kell elvégezniink.
Irjuk fel el6szor a {(x— k)-t: ,

(9 &-0=3 =¥

n=1

sk
’

l =

L3

n

ahol k>0 és x—k=>1. A (75) sort kell szoroznunk a
o1
(76) (&)=Y e

n=1

sorral gy, hogy minden tagot minden taggal szorzunk és a
kapott szorzatokat tetszSleges sorrendben dsszeadjuk. Gyiijtsiik

Ossze itt is az’-l;-et tartalmazé tagokat. Az el6z8, b) feladat

k
megolddsdhoz hasonldan lathatd, hogy %x—, —11; alaku tagok
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szorzataként annyiszor kapunk a nevezGben n*-et tartalmazd
tagot, ahanyféleképpen n el6allithatéo mi=n g]akban (asorrendre
valé tekintettel); ilyenkor a szdml4ldé mindig m* lesz. A kapott
tagokat Osszeszorozva, a szamlalé éppen n Osszes osztdi k-adik
hatvanyainak 3sszege, vagyis o,(n) lesz.
c) Az
1 j—
) n

azonossag igazoldsdhoz nyilvan elég megmutatni, hogy

= 1\ [ < um)\_
(£ 7)(E5)

x> 1-re. Itt is két abszolat konvergens végtelen sor szorzatat kell
képezniink {|u(n)| =1). Szdmoljuk ki u(n) definiciéjdnak felhasz-

p(n)

x
1 n

18

1 . .
nalasdval, hogy a szorzatban az P -et tartalmazo tagok Ossze-

vonasédval mit kapunk. Az a) megoldasdhoz hasonléan, a neve-
zBben n*-et tartalmazo tagot annyiszor kapun'k,"ahény osztdja
van n-nek; ilyenkor a szamlalé w(k), és teljesiil, hogy k| n.

Tehat a szorzatban az ni" alaku tag szdmlaléja:
amn A? u(k),

ahol k| n a ,k osztéja n-nek” allitds rovid jeldlése. Ha n=1,
akkor a (77) 6sszeg csak 1 tagbol all;

¥ u(l)=p(D=1.
k|1

Legyen n=>1 és tegyiik fel, hogy n=p,*p,**...p,", ah,olp,,’pz, “ee
p, kiilénboz8 primszdmok, «;, %, ..., @, nemnegativ egesz sza-
mok. Ekkor n egy tetszGleges k osztdja k=pf, p)?, cees p.,f*f
alakban frhat6, ahol 0=8,=«, i=1,2, ..., r-re. A u definicio-
jabél tudjuk, hogy u(k)=pu(p:...p, =0, ha van olyan B
amelyre 8,>1 teljesiil. Igy a (77) Osszeg kiszdmitdsdhoz elég
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azokat az osztokat figyelembe venni, ahol mindegyik p, legfel-
jebb elsd hatvanyon szerepel. Ha

(77a) k=p;,*py,...p,,  (0=s=r),

mindegyik prim kiildnbdz8 és a py, ..., p, primek valamelyike,
ak.cor n-nek erre a k osztdjara u(k)=(—1)*. Szdmoljuk ossze,
hany ilyen oszté van! Azt kell kiszimolnunk, hogy a Dis <=5 D

primekbd] hinyféleképpen tudunk s-et kivéalasztani. Ezt <’;)-

féleképpen tehetjitk meg, tehat a (77) sszegben a (77a) tipust
0sztokbol

r s
(De-v

alaku tagokat kapunk. Ezeket 6sszegezni kell s=0, 1, ..., F-re,
tehat

/; ,u(k)=§0 <;>(— 1)'= (6) —~ (:) + (;) ¥

+(—1)’©=(1—1)’=0,

felhasznalva a binomidlis tételt. Igy azt kaptuk, hogy n>1-re az
n* nevezdjli tagok Gsszege 0. A szorzat értéke tehat 1 és ezt kellett
igazolnunk.

36.a) A megadott
sin (2n+ 1)a=sin op (sin? &)
azonossagot, ahol p(x) egy n-edfok polinom, az os kz esetben

sin 2n+ Do
sin o

(78) = p(sin? «)

alakban is irhatjuk. Ha «=0, akkor a jobb oldalon p(0)-t kapunk,
ami éppen a p(x) polinom 0 helyen vett helyettesitési értéke,
tehdt p konstans tagja. Mivel a (78) 6sszefiiggés |«| <, as0-ra
érvényes, ezért a baloldal hatdrértéke o—~0 esetén éppen p(0),
tehat
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sin (2n+ De _
sin «

p(0)=lim
20

—i; sin(Qn+1Da o
= T @nt e sina«

2n+1)=2n+1.

L, T
A p(x) polinomrél még azt is tudjuk, hogy a sin’ mEl

. nw

S

in2 —2-—, ..., sin? =—— szdmok mind gyokei, hiszen a (78)
2n+1 2n+1

T nw

——, ..., =——ese-
2n+1° 777 2n+1

egyenl8ség bal oldalanak szdmldloja a=

tén 0 lesz, mig a nevezd 0-t6l kiilonbdz8. Mivel p(x) n-edfoku
polinom, a felsoroltakon kiviil nincs mas gyoke. Irjuk fel most a

x
q(x)=2n+ 11— :
sin? — X
2n+1
x x
_ ] ... |1
X 1 ., 27 sin? ni
S o1 n+1

polinomot. A q(x) szorzatelBallitasdbol lathatd, hogy ugyan-
azok a gyokei, mint p(x)-nek és q(0)=p(0)=2n+1. Ig}f a
p(x)—q(x)=r(x) legfeljebb n-edfokii polinomnak a 0 gydke,

na
.. 7 r . 2 .—'
gyoke tovabba a sin Il P

hét legalabb n+1 gyoke van. Mivel egy legfeljebb n-edfoku,

nem azonos 0 polinomnak legfeljebb n gyoke van, igy r(x)=0,

tehat g(x) azonos p(x)-szel. Ezért, ha az eredeti, (50) azonossag-

ban « helyett f—% -et frunk és p-t a vele azonos g-val potoljuk,
n

akkor a bizonyitandé

T n darab szam, te-

.., sin?
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X

19) sin x .
(79) sin x=(2n+1) sin 2n+1x
. X . X
sin? sin?
gl 2l
sin? -
| T
azonossagot kapjuk.
b) A definicid szerint:
(M=(2n+1) sin =
a’=(2n+1) sin 2n_,_1><
. x . X
sin? sin?
wli— 2n+1 e 2n+1
sin? ~—~ sin? e
2n+1 2n+1

Az els6 két tényez8 szorzatdnak hatarértéke:

sin 2n':-T
lim (2n+1) si = li .
nini( n+1) sin T ,.l}.nlx
2n+1
A tObbi tényez8 hatarértékét igy hatdrozhatjuk meg:
L, X
~ sin Tl
li —
noeo 2
s 2n+1
L, X 1272
SIN? z—— 2 )
— 2n+1  (2n+1)? L Xt x2
o o x2 ., lm a2 2’
——  §in? ———
2n+1)? 2n+1
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I=1,2, ..., k-ra, tehat

e x? x? x2
a,\.—nlirrl ay —x<1——;)<l~m>...<l—m2—>.

A (79) osszefiiggés bal oldala fiiggetlen n-t6l, igy a jobboldal

hatarértéke n— - esetén létezik és sin x-szel azonos, tehat
sin x= lim (a{"b,)= lim a{ lim b{”=a, - by,

n— e n— oo n— oo

ha csak a,0; ez viszont x> kn esetén érvényes. Ha x=km,
akkor a bizonyitand6 (50) egyenl8séget ugy kell érteni, hogy a
végtelen szorzat értékét 0-nak tekintjiik (az egyik tényezd ilyen-
kor 0); ebben az értelemben (50) fennall. A tovabbiakban mindig
feltessziik, hogy x k.

c)' A b sorozatra egyrészt

b{M<1
teljesiil, mert a szorzat minden tényez8je 1-nél kisebb. Masrészt
alkalmazzuk alsé becslésre a javasolt egyenlStlenséget:
sin? =~ X
2n+1< @n+1? X%
sin2 In 4 [P 42
2n+1 n2 2n+1)?
tehat /=k+1, k+2, ..., n-re:

sin? —> X2
1— 2n-+ 1>1_i2_
sin2 In 42 "
2n+1

Ennek alapjan:

n 2
(n) _i_
(80) 1=bf >I=k+l(1 412>‘
A

S x2
(81) 1130(1 —W)
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végtelen szorzat konvergens, ha 2/,>|x!| (ekkor egyik tényezd
sem 0), mert a

*Z
llo

sor konvergens. A (80) egyenlGségbll n— esetén azt kapjuk,
hogy fennéll az

(82) 1=b= [] <1“:T;>

I=k+1
egyenlStlenség (feltehetjiik, hogy rogzitett x esetén k-t gy va-
lasztottuk, hogy 2(k+ 1)>|x|).
A (81) végtelen szorzat konvergenciaja miatt a végtelen szor-
zat k-adik részletszorzata tetszélegesen kozel keriil a szorzat ér-

tékéhez, ha k elég nagy, igy a végtelen szorzat és a k-adik részlet-
szorzat hanyadosa,

11—
1(-37)
1-hez tart, ha k—<c. A (82) egyenlGtlenségbdl tehat a ,,renddr-

szabaly” alapjan kovetkezik:
llm bk: 1.

k= oo

d) A b) eredményt Osszevetve a c)-ben kapott eredménnyel:

k xz
sin x= lim g,= lim x]_[( 12—5>,
T

k= k= oo =1

ami x= kz esetén teljesiil. Ez éppen az (50) egyenl8ség fennall4-
sat jelenti a km-tdl kiilonb6z8 x-ekre. Ha x=kx, akkor a b)
megolddsban mondott megallapodés szerint szintén fennall a
bizonyitand6 Osszefiiggés, tehat tetsz8leges x-re:

. x? x? x?
sin x=x<1—z—2>(l—zr—2>...(1—”—%—2)...‘

37. Ha az el6z6 feladatban igazolt (50) egyenl@ségben x he-
lyére g-t helyettesitiink, akkor ezt kapjuk:
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7 = (2n—=1)(2n+1)
O R I

, n=1
tehat

2 (2n—1) @n+1)
"[ 111-—Il 2n

A 33. feladat eredmenyet felhasznalva mindkét oldal reciprokat
képezhetji.ik és ezzel az igazolandc’) egyenlGséget kapjuk.

crer

1 X
. (Hﬁ)
W= 1"

n=1 1+i€
n

ha x=0, —1, ..., —n, .... A I'(1—x) értékét a 34.c) gyakorlo
feladatban igazolt azonossig felhasznalasaval igy irhatjuk fel:

>

1 -—X
) (1+;)
Nl—x)=—xI'(—x)= n: —
n= 1__
n

A 34. a) feladat szerint a I'(x)['(1 — x) értéket a két végtelen szor-
zat megfeleld tényez8inek szorzatabdl alkotott végtelen szorzat
adja:
i 1
[‘(x)l‘(l—x)=l I ! 5=
X p=1 1— X oo xz
n? xJ] (1———)
P n=1
sinmx ’
ahol felhasznaltuk a 33. feladat és az el6z8, 37. feladat eredmé-

nyét. Ha a kapott egyenl&ségben x helyett % -et helyettesitiink,
ezt kapjuk:

N2 1 —
I (-2—>—-'Z.
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Mivel a definiciobél l4thatd, hogy x=>0-ra I'(x)=0,

r G) =¥z,
Ebbdl xI'(x)=T"(x+1) alapjan I' (n + %) értékét is meghataroz-

hatjuk, ahol n tetszbleges egész szam.

39.a) A 25. gyakorl6 feladatban igazolt (23) egyenlGséget igy
alakithatjuk at:

In 1-0—1 -2 1+ L + ! +
n) 2n+1 32n+1)2 " 5Q2n+1)* )

1 1 1 1
(83) <n+§>ln<1+;>—1+3(2n+1)2+ TSV AE

n+—
2
A (83) egyenlGségbdl ln(l +%> értékére a kovetkezs alséd és

fels6 becslést kaphatjuk:

1n+;—
1<ln(1+—> <
n
(84) <ltsm—(lity Lt )=
32n+12\" T @n+1)2" @n+1)4 )T
g d 1 1

3 i =1 T e

A (84) egyenlStlenségbdl kovetkezik a bizonyitandd egyenlGt-
lenség:

1 1
. N\ ey
85) e< 1+r—z <e .
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b) Igazoljuk el8szor, hogy az

_nle
"o
n1+-2-

sorozat monoton fogyd:

nth
a (n+Dlent! n 2 e

nle"n

‘ nrl+l nth
2 2
(n+1) (1+}1>

ntl__ <1

1
a (85) egyenlStlenség alapjan. Aza,e 12" sorozat monoton novd:

1 1

1+
1
12(n+1) 12n(n+1)
a,.1€ ~9nt1 e12n(n+l)=_e___._.—.>1
1 an
ae 12

1 n+;—
(+3)
n
szintén a (85) egyenlGtlenség szerint.
L
A O<e 127<1 egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy

1
a.e 12n a,

1
tehdt (a,) monoton fogyd, alulrdl korlatos sorozat (pl. aje 12
1
egy alsé korlatja), a,e 12" monoton novd, feliilrdl korlatos soro-
zat (pl. a, egy fels§ korlatja), tehdt mindkett§ konvergens.
Legyen: lim a,=a, ekkor
1 1
lim a, e 12"=qg - lim e 2"=q, +

n— o n=roc
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tehat a két sorozatnak kozos a hatarértéke. A sorozatok mono-
tonitdsi tulajdonsagdbodl kovetkezik az

1
(86) a,e <a<a,

egyenlGtlenség.

¢) Mivel az a, sorozat konvergens és hatarértéke a, minden
részsorozata is konvergens és ugyancsak a a hatdrértéke. Az a
kiszdmitadsdhoz vizsgaljuk az a,, részsorozatot és a,, atalakitasa
kozben hasznaljuk fel a c) feladatban javasolt azonossagot:

4 _@mler  (2m)!  (n)¥e")? oon
2n— - 22,1 12 5 __
(2'1)2n+‘5 (n!) <n" + _;) V2n

_Q@n=Dlt 5 on _1:3..Qn=1) 5 Vn
2! ”}/5; 2:4...2n ",/5

Emeljiik négyzetre a kapott egyenl8séget és rendezziik 4t:
2= 1-3 3 5.'.(271——3)(211——1) ~(2n=1(@2n+1) gt
T2.2 447" 2n—=2)2n—2) 2n - 2n " 4n+2

A kapott egyenl8ség jobb oldaldn az a* tényezd el8tt 4ll6 ténye-

z6k szorzata éppen a (37. feladatban igazolt) Wallis-formuldban
szerepl0 végtelen szorzat n-edik részletszorzatdnak reciproka,

n— oo esetén; tehat a hatdrértéke oy Ennek alapjan mindkét ol-
dal hatarértékét véve, a kovetkez8t kapjuk:

2 1
2="g4. 2
=z 4’
ahonnan a=}2n-t kapunk.

A (86) egyenlGtlenséget tehat a kovetkezd forméaban irhatjuk
fel:

1 .
—
a,e "<V2n<a,,
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vagy ezzel ekvivalens mdédon:

9 L
el2n=1 < _pl2n

V2n

Az 12" fiiggvény folytonos (rogzitett n-re) a [0, 1] intervallum-
ban, tehat Bolzano-tétele alapjdn a két végpontban felvett érték
kozé esd szdmokat az intervallum belsejében felveszi. Ezért, van
olyan 0< &,<1 szam, amire teljesiil az

én
(87) —t=e

Y2n

egyenldség. A (87) egyenlGséget a, definicidja alapjan még a ko-
vetkez6képpen irhatjuk fel:

le? ! no Sn
a, __nte" _ n ‘<f> =el2n,
V_27t‘ _— n+21_ V27m n

21 n

ahonnan a bizonyitandé (52) egyenlGséget kapjuk:

—— &n
n\" =
nl= V:'Znn <_) elZ'l,

e

ahol &, alkalmas, 0 és 1 kozotti szam.

40.a) A sorozat n-edik tagjanak atalakitdsdra haszndljuk fel
az el6z8 feladatban igazolt Stirling-formulat:

n

n n € 12n?
— = - e .

n

VVh_n (g) e Vol

Mivel 0<£&,<1 minden n-re, lim i 2’;1 =0, igy a keresett hatér-
érték: n e

n,___
Vn!

lim

" Yl

=e.
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b) 1tt is a Stirling-formulat hasznaljuk fel az n-edik tag 4tala-
kitasara:

1 1 b
Inn!_ 2 2 12n _
Inn® nlnn -

n2w 1 1 £
“onnn ot U on Y o nn

Mivel n— < esetén In n— <, a most kapott alakrél mar vilagos,
hogy
!
lim l—an—-;= 1.
oo NN
¢) A binomidlis egyiitthaté definicidja alapjan a Stirling-for-
mula felhasznalasaval a kdvetkez&t kapjuk:

$2n
2n\ _(2n)!_ Vdzn(2n)2ne=2nen 1 o -
n) (mh? & Van €

27tn n3n g—2n gbn
ahol |n,|<1.

Ennek alapjan a 28. feladatban szerepl§ a,-re a kovetkezd
kozelitést kapjuk :
1 o
ay=—"""14"%"%"
(n+1)Van

ahol |n,|<1.

lim 2%,
x—=0 X
1
lim <1+->x
X+ + o X
r—
lim & 1_1.
x—*0 X
lim Mz 1.
x=0 X

lim xInx=0.
=040

. X
lim —=0.

x—*+ oo €

In x

X— + X

a

. X
lim —=0, ha o>0,a>1.

x=*+ oo

In x

lim ——=0, ha o«>0.
x

X+ oo



